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Chương 1  

Cơ sở vật lý của địa từ và thăm dò từ 

1.1 Những định luật cơ bản của trường từ dừng 

Có thể xem trường từ của quả đất là trường từ dừng vì phần trường thay đổi theo thời 
gian chỉ chiếm một phần rất nhỏ trong toàn bộ trường từ của quả đất. Biên độ của các biến 
thiên ngày đêm yên tĩnh không vượt quá vài chục nT. Ngoài ra, tần số biến thiên của chúng 
cũng khoảng đến 410 − 110−  Hertz, cho nên các trường từ biến thiên này cũng ảnh hưởng rất ít 
đến trường điện cảm ứng. Vì vậy trong đa số trường hợp nghiên cứu trường từ của quả đất, 
người ta thường dùng các định luật về trường dừng. Các định luật này là các trường hợp riêng 
của các định luật về trường điện từ, được biểu diễn bằng các phương trình Maxwell. Đối với 
môi trường có độ dẫn, các phương trình Maxwell đối với trường từ dừng có dạng: 

                    (1.1) rotH j=

divH 0=            (1.2)   
trong đó  là cường độ trường từ (hiện nay người ta thường dùng véc tơ cảm ứng từ  H B  thay 
cho véc tơ cường độ trường từ , với (BH  = μ0μH), j  là mật độ dòng dẫn. 

0rotB j

divB 0

= μμ

=
 

 Phương trình (1.1) biểu thị sự liên hệ giữa cường độ trường từ và mật độ dòng tại cùng 
một điểm, còn (1.2) biểu diễn tính chất liên tục của trường từ. Vì vectơ  không có nguồn 

(

H

0Hdiv = ) nên có thể xem  nó là rot của vectơ  nào đó, tức là: 
→

A

H rot A
→ →

=         (1.3) 

Vì vậy phương trình (1.1)  có dạng  

rot rotA j=           (1.4) 

Nếu thay bằng biểu thức của nó, tức là rot rot A

rot rotA grad divA A= −Δ  

ta thu được: 
graddivA A j− Δ =  

trong đó Δ là toán tử Laplace. 

Chọn  A sao cho thỏa mãn điều kiện  

0Adiv =
→
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Trong trường hợp đó chúng ta thu được phương trình  sau đối với vectơ  
→

A
→→

−=Δ jA      (1.5) 

Vectơ được gọi là thế vectơ. Khi xác định được ta sẽ xác định được . Sở dĩ phải 
đưa vào thế véctơ là vì ta không thể giải trực tiếp phương trình (1.1) được, nhưng ngược lại, 
lại có thể giải được phương trình (1.5). Phương pháp giải phương trình này được trình bày 
trong các giáo trình về các phương trình vật lý toán. 

→

A
→

A
→

H

Nghiệm của phương trình (1.5) có dạng: 

∫π=
v

dv
r
j

4
1A  

trong đó r là khoảng cách từ yếu tố thể tích dv với mật độ dòng  chạy qua đến điểm cần tính 
thế véctơ. 

→

j

Từ phương trình này bằng cách tính rot (lấy vi phân) theo các tọa độ của điểm P, điểm  
mà tại đó cần khảo sát thế véctơ A, ta thu được: 

∫

∫∫
→

→
→

→→

π
−

−
π

=
π

==

v
p

v
p

v
pp

dv]
r
1gradj[

4
1

dvjrot
r
1

4
1dv

r
jrot

4
1ArotH

 

Vì giá trị của véctơ j  không phụ thuộc vào điểm P, nên: 

0Jrot p = . 

Ngoài ra: 

3p r
r

r
1grad −=  

Vì vậy,   

dv
r

]r,j[
4
1H 3

V

→→
→

∫π= .             (1.6) 

hoặc viết công thức trên đối với biểu thức của B   

dv
r

]r,j[
4

B 3
V

0

→→
→

∫π
μμ

=  

Biểu thức này được gọi là định luật Biot-Savart -Laplace dưới dạng tích phân. 

Lấy tích phân hai vế của phương trình (1.1) theo một mặt S nào đó, ta thu được: 
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)dSj()dSHrot(
SS

⎯→⎯→⎯→⎯→

∫∫ =  

Sử dụng công thức Stokes ta có  

I)dlH( =
⎯→⎯→

∫           (1.7) 

trong đó I là cường độ dòng điện chạy qua mặt, còn tích phân ở vế trái phải tính theo đường 
bao quanh mặt đó. 

Các phương trình (1.6) và (1.7) chứng tỏ rằng, trong môi trường có độ từ thẩm bằng đơn 
vị, trường từ chỉ có thể tồn tại khi có dòng điện dẫn, hoặc khi có dòng đối lưu tương đương 
với mật độ bằng: 

j e v n=  

trong đó e là điện tích của hạt mang điện (điện tử, iôn), v  là vận tốc chuyển động và n là số 
hạt trong một đơn vị thể tích.  

Trong phần môi trường không có dòng, các phương trình Maxwell có dạng sau đây: 

0Hrot =                    (1.8) 

0Hdiv =      (1.9)   

Trong trường hợp này véctơ có thể được biểu diễn dưới dạng gradient của một hàm vô 
hướng U nào đó, vì rotgradU = 0, nên phương trình (1.8) thỏa mãn. Vì vậy, nếu đặt: 

H

H grad U(x, y, z=− )  

và chú ý đến phương trình (1.9) ta có: 
divgrad U ≡ ΔU = 0              (1.10) 

Hàm số U được gọi là hàm số thế từ, thỏa mãn phương trình Laplace. Để tìm hàm số 
đó ta cần phải giải phương trình (1.10). Để giải được phương trình này, cần phải biết được 
các điều kiện biên, tức là biết sự phân bố của hàm U hoặc là đạo hàm của nó theo pháp 
tuyến đối với một mặt nào đó. 

Trong khi khảo sát các hiện tượng liên hệ với sự chuyển động của các hạt mang điện 
trong trường từ, ta cần phải bổ sung thêm một phương trình nữa vào trong các phương trình 
miêu tả đầy đủ trạng thái của trường từ. Đó là phương trình Lorentz. 

F e E e v H
→ → → →

= + [ , ]                      (1.11) 

trong đó  là lực tác dụng lên điện tích e chuyển động với vận tốc F v  trong điện từ trường E  
và . H

1.2 Trường từ của một vòng dây khép kín   

Khi khảo sát nhiều vấn đề trong lý thuyết trường từ của quả đất người ta thường gặp phải 
trường từ của một nam châm cơ bản (lưỡng cực từ) hoặc vòng dây cơ bản tương đương với 
chúng. 
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Hiểu biết các qui luật về trường từ của các mô hình đó hết sức quan trọng. Các qui luật 
này được suy ra từ các phương trình của trường từ. 

Đầu tiên chúng ta sẽ khảo sát trường từ của một vòng dây có hình dạng bất kỳ. Ở đây 
vòng dây chính là một dây dẫn khép kín mà tiết diện ngang của sợi dây vô cùng nhỏ, dòng 
điện chạy qua vòng dây đó có độ lớn hữu hạn I. Có thể tính trường từ của vòng dây này từ 
định luật Biot-Savart- Laplace. Trong trường hợp này, định luật đó được biểu diễn dưới dạng: 

3r
]r,dl[

4
IH

→⎯→⎯
→

∫π=  

hoặc   

3
0

r
]r,dl[

4
I

B
→⎯→⎯

→

∫π
μμ

= . 

vì lIddvj = , trong đó dl là yếu tố độ dài của vòng dây. Thành phần của véc tơ  theo trục x 
sẽ là: 

H

)dz
r
r

dy
r
r

(
4
IH 3

y
3
z

x −
π

= ∫ .    (1.12) 

Nếu gọi tọa độ của điểm đặt véctơ P (điểm cần xác định các giá trị của  hoặc ) là xH B 1, 
y1, z1 , còn tọa độ của yếu tố dl là x, y, z, thì  

zzr,yyr 1z1y −=−= .             (1.13) 

Đưa vào véctơ phụ  với các thành phần bằng: L

3
y

z3
z

yx r
r

L,
r
r

L,0L −=== .       (1.14) 

Các biểu thức này cho thấy là hướng của véc tơ L  hoàn toàn được xác định  bởi tọa độ 
của điểm P và yếu tố dl. Trong trường hợp đó có thể viết công thức (1.12) dưới dạng  

∫
⎯→⎯→

π
= )dl,L(

4
IH x . 

 Áp dụng định lý Stokes về biến đổi tích phân đường thành tích phân mặt ta có: 

∫
⎯→⎯→

π
=

S
x )dSLrot(

4
IH .       (1.15) 

Tích phân lấy trên toàn mặt bị vòng dây bao quanh, đồng thời dạng và các kích thước của 
mặt có thể tùy ý. 

Hướng của pháp tuyến đối với yếu tố mặt dS phụ thuộc vào hướng của yếu tố vòng dây 
dl (tức là hướng của dòng).  

Theo công thức về tích vô hướng ta có: 

( ) zzyyxx LdSrotLdSrotLdSrotdlLrot ++=  
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Thay các thành phần  của rot theo các công thức về giải tích véc tơ, còn các thành phần 
của yếu tố mặt qua các cos của góc tạo bởi pháp tuyến và các trục tọa độ, chúng ta có: 

yz x z

y x

LL L L(rotLdl) [( ) cos(n, x) ( ) cos(n, y)
y z z x

L L( )cos(n, z)] (1.16)
x y

∂∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ −
∂ ∂

+
   

Hơn nữa, sử dụng các biểu thức (1.13) và (1.14) , tìm các đạo hàm riêng 
y

Lz

∂
∂  và 

z
Ly

∂

∂
 và 

đặt chúng vào trong phương trình (1.16), ta thu được  

dS)]z,ncos(
zx

r
1

)y,ncos(
yx

r
1

)x,ncos(
xx
r
1

[)dSLrot(

1

2

1

2

21

2

∂∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

+

+
∂∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

+
∂∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

−=
 

Các cos của các giá trị tạo bởi pháp tuyến n  của yếu tố mặt dS với các trục tọa độ là các 
đạo hàm theo pháp tuyến của các tọa độ tương ứng. Vì vậy biểu thức trên có dạng: 

dS]
dn
dz

z
r
1

dn
dy

y
r
1

dn
dx

x
r
1

[
x

)dSLrot(
1 ∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

+
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

+
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

∂
∂

−=  

hoặc  

dS
dn

r
1d

x
)dSLrot(

1
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=  

Vì vậy nếu trong (1.15) thay tích vô hướng của Lrot  với yếu tố mặt dS qua các đạo hàm 
thì chúng ta thu được: 

dS
dn

r
1d

x4
IH

1
x ∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

π
−=

 
Tương tự ta tìm được các thành phần Hy và  Hz: 

dS
dn

r
1d

y4
IH

1
y ∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

π
−=  
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dS
dn

r
1d

z4
IH

1
z ∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

π
−=  

 
Từ đó: 

)r,ncos(
r
dSgrad

4
IdS

dn
r
1d

grad
4
IH 2∫∫ π

−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−=

→

 

Biểu thức 2r
dS  cos (n,r) chính là yếu tố góc đặc dΩ nhìn từ điểm P xuống dS, do đó:  

π
Ω

−=
→

4
IgradH      (1.17) 

trong đó Ω là góc đặc nhìn từ điểm P xuống vòng dây. Vì vậy   
c

IΩ   là thế từ của vòng dây 

kín. Như vậy thế từ của vòng dây bằng:  

π
Ω

=
4
IU               (1.18) 

1.3 Trường từ của vòng dây cơ bản và của lưỡng cực từ 

Nếu vòng dây dài khép kín là vòng dây cơ bản với diện tích vô cùng bé, thì tương ứng 
với công thức (1.18), thế từ dU của nó được biểu diễn bằng phương trình: 

)r,ncos(
r4

IdSdU 2π
= , 

hoặc dưới dạng véctơ 

3

(dS, r)dU I
4 rπ

=              (1.19) 

Thế từ của một lưỡng cực từ tưởng tượng cũng có dạng hoàn toàn như vậy. Lưỡng cực từ 
gồm hai từ tích điểm m có dấu khác nhau và nằm cách nhau một khoảng bé dl. (Cho đến nay 
người ta chưa tìm ra được từ tích, nhưng người ta có thể tưởng tượng có từ tích). Trong 
trường hợp này sử dụng định luật Coulomb, chúng ta có: 

32 r4
)r,dl(m)r,dlcos(

r4
mdldU

π
=

π
=

→⎯→⎯
→⎯→⎯

      (1.20) 

Tích m ld được gọi là mômen từ. Đây là một véctơ có hướng trùng với hướng ld  và có 
trị số bằng tích của khối từ m với khoảng cách giữa các từ tích,  tức là: 

mPlmd =  

So sánh (1.19) với (1.20), ta thấy rằng, chúng sẽ đồng nhất với nhau, nếu như đặt: 
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⎯→⎯⎯→⎯

= dlmdSI       (1.21) 

Tức là thay dòng cơ bản bằng lưỡng cực từ với mômen từ bằng  Vì vậy tương tự, đại 

lượng được gọi là mômen từ của dòng cơ bản. Như vậy, có thể nói rằng mômen từ của 
dòng cơ bản là véctơ có trị số bằng tích của cường độ dòng với diện tích của vòng dây và có 
hướng trùng với pháp tuyến của mặt bao bởi vòng dây 

IdS.
→

⎯→⎯

dSI

Sd , điều đó có nghĩa là:  
→→

= dSIPm  

Vì hướng pháp tuyến bất kỳ, nên chúng ta quy ước lấy hướng dương là hướng của pháp 
tuyến trùng với hướng chuyển động tịnh tiến của cái vặn nút chai, nếu như nó quay theo 
hướng của dòng. 

Như vậy, thế từ do vòng dây cơ bản gây ra, và do đó cường độ từ trường tỷ lệ với mômen 
từ của vòng dây: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

π
=

π
−=

π
=

π
=

35
m

3
m

3m3
m

r
n

r
r)r,n(3

4
P

r4
)r,P(gradH

r4
)r,n(P

r4
)r,P(U

         (1.22) 

trong đó n  là véctơ đơn vị có hướng trùng với hướng của     mômen từ. 
Vì vậy khái niệm về mômen từ, trong khi khảo sát trường từ của dòng điện, cũng đóng 

vai trò như khái niệm từ tích trong trường hợp của nam châm không đổi. Nếu mở rộng khái 
niệm đó đối với vòng dây có kích thước hữu hạn, thì ta có thể chứng minh rằng cường độ 
trường từ của vòng dây hữu hạn cũng tỷ lệ với tích của cường độ dòng điện với diện tích của 
vòng dây. 

Các công thức (1.20) và (1.21) cho phép thay thế các dòng cơ bản bằng các lưỡng cực từ, 
trong khi tính toán thế từ của các vòng dây có dòng điện chạy qua. 

1.4 Trường từ của một vòng dây tròn 

Để tìm thế từ của một vòng dây tròn có bán kính R, cần phải tính góc đặc Ω như là 
hàm số của toạ độ điểm P (Hình 1.1) 

xoo1

c

r
P

oρ
ρ

P1

ψ θ α

 
Hình 1.1  

Trường từ của vòng dây tròn 
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Nếu nhận trục cực là trục của vòng dây Ox, và do tính đối xứng của trường từ đối với 
trục đó, nên thế từ tại điểm P chỉ phụ thuộc vào các tọa độ  θ  và r, tức là  (Hình 1.1): 

( )θ=Ω ,rf  

Từ lý thuyết các hàm số cầu ta biết rằng, mọi hàm số của tọa độ r và θ, thỏa mãn phương 
trình Laplace có thể được khai triển thành chuỗi các hàm lũy thừa của r theo một trong  những 
công thức sau: 

,
r

)(cosPB

),(cosPrA

1n
nn

0n

n
n

n
0n

+

∞

=

∞

=

θ
=Ω

θ=Ω

∑

∑
                (1.23) 

trong đó Pn (cos θ) là đa thức Legendre, An và Bn  là các hệ số hằng số không phụ thuộc vào 
các tọa độ của điểm P. 

Đa thức Legendre  là các hàm đại số của cosθ  bậc n và là các hệ số của x trong khai triển 
biểu thức.  

( ) ( )[ ] 2
1

2 cos21 −
θα−α+=αϕ , 

tức là: 

∑
∞

=

θα=

θ−θα+

−θα+θα+=αϕ

0n
n

n

33

22

)(cosP

)cos
2
3cos

2
5(

)
2
1cos

2
3(cos1)(

 

 
Do đó  

( ) ,1cosP0 =θ  

( ) θ=θ coscosP1  

                             ( ) 2
2

3 1P cos cos
2 2

θ θ= −          (1.24) 

θ−θ=θ cos
2
3cos

2
5)(cosP 3

3     và  v.v... 

Như đã biết, đa thức Legendre có một số tính chất cơ bản như sau: 

1-  Nếu biến số của đa thức cosθ thay đổi dấu, thì các đa thức bậc chẵn sẽ không thay đổi, 
còn các đa  thức bậc lẻ thay đổi dấu. 

2-  Đạo hàm của đa thức Legendre theo cosθ  được biểu diễn bằng công thức:  

( )
( ) ( ) ([ ]θθ−θ

θ
=

θ
θ

− cosPcoscosP
sin

n
cosd
cosdP

n1n2
n )                        (1.25) 
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Có thể thử lại tính chất này bằng cách vi phân các biểu thức (1.24). 

3-  Khi cosθ = 1, tất cả các đa thức đều bằng đơn vị, tức là Pn (1) = 1 

4 - Khi cosθ = 0, các đa thức lẻ bằng không, còn các đa thức chẵn bằng:  

( ) ( )
n2...4.2

)1n2...(3.2.110P n
n2

−
−=                         (1.26) 

Trên cơ sở các tính chất này ta chuyển sang tìm biểu thức của góc đặc Ω, tức là tìm các 
hệ số An và Bn trong các phương trình (1.23). 

Để tìm các hệ số An hoặc Bn , chỉ cần khai triển Ω cho một trường hợp riêng, rồi so sánh 

các hệ số của khai triển này với các hệ số An và Bn của cùng một hàm số rn hoặc 1nr
1
+ . Nếu 

lấy điểm P1 nằm trên trục tọa độ, thì ta dễ dàng tìm được góc đặc  Ω  mà từ P1 nhìn xuống 
vòng dây. 

Thật vậy từ P1 vẽ mặt cầu có bán kính 1P C ,ρ=  chúng ta có: 

)cos1)(,ncos(2

dsin),ncos(2),ncos(ds

0
2P1

α−ρπ−=

ϕϕρπ−=ρ
ρ

−=Ω ∫∫
α

=ϕ  

trong đó α là góc OP1C, còn cos(n,ρ) có giá trị hoặc +1 hoặc -1, phụ thuộc vào hướng của 
dòng ở trong vòng dây. Giả sử rằng, dòng hướng theo chiều kim đồng hồ, và nếu như ta nhìn 
vào nó từ gốc tọa độ, thì  

1)p,ncos( = , 

còn: 

)cos(r2r

rcosrcoscos
0

22
0

00

ψ−πρ−+ρ

+ψρ
=

ρ
+ψρ

=α  

trong đó  ψ = O1OC. 
Giả sử rằng  r < ρo và đem ρo ra khỏi dấu căn, ta  có: 

2
1

o

2

oo

)cos(r2)r(1)r(coscos
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ψ−π

ρ
−

ρ
+

ρ
+ψ=α  

Khai triển biểu thức ở trong ngoặc thứ hai theo đa thức Legendre, lúc đó ta có: 

∑

∑
∞

=

∞

=

ψ−π
ρρ

+

ψ−π
ρ

ψ=α

0n
n

n

00

0n
n

n

o

)][cos(P)r(r

)][cos(P)r(coscos
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Đặt giá trị của cosα  vào trong biiểu thức của ΩP1, sau một vài biến đổi đơn giản ta thu 
được: 

∑

∑
∞

=

∞

=

ψ−π
ρρ

+

ψ−π
ρ

ψ−ψ−π−=Ω

0n
n

n

oo

1n
n

n

o
P

)]}[cos(P)r(r

)][cos(P)r(coscos1{2
1

 

Biểu  thức nằm dưới dấu tổng trong ngoặc vuông, theo tính chất của các đa thức 
Legendre (1.25), có thể được thay thế bằng đạo hàm của đa thức.  

Vì vậy, 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ψ−π
ψ−π

ρ
ψ−ψ−π−=Ω ∑

∞

= )cos(d
)][cos(dP)r(

n
1sincos12 n2

o1n

2
p          (1.27) 

   

Với các điểm nằm trên trục của vòng dây, θ = 0, và do đó, biểu thức của góc đặc (1.23) 
thành một trong các dạng sau: 

∑−=Ω n
n rA ,  nếu  r < ρo                      (1.28) 

và   

∑ +
−=Ω 1n

n

r
B

, nếu r > ρo          (1.29) 

trong đó  ρo là khoảng cách từ gốc tọa độ đến vòng dây. 
So sánh biểu thức (1.28) với biểu thức (1.27), ta tìm được:  

n
o

n2
no

1
)cos(d
)][cos(dP.

n
1sinA,cos1A

ρψ−π
ψ−π

ϕ=ψ−=   

Do đó, thế của vòng dây tròn tại một điểm bất kỳ của không gian thỏa mãn điều kiện:  

r < ρo và  θ < π/2, có dạng sau: 

}
)cos(d
)][cos(dP

)(cosP)r(
n
1sin

cos1{
4

I2
4

IU

n
n

n

o1n

2

ψ−π
ψ−π

θ
ρ

ψ−

ψ−
π
π

=
π

Ω
−=

∑
∞

=

    (1.30) 

Với điểm nằm bên trái gốc tọa độ (θ > π/2), biểu thức của thế có dạng: 

( ) ( )
}

cosd
cosdP

cosPr
n
1sin

cos1{
4

I2U

n
n

n

0

2 ∑ ψ
ψ

θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ

ψ−

−ψ−
π
π

−=

                             (1.31) 

Các thành phần của cường độ trường từ theo trục x và trục y được xác định từ biểu thức: 

   11



 12

               

)](cosP
n

sin
)(cosP[cos

)(cosP)r(sin
4

I2
x
UH

'
n

2

n

1n

'
n

1n

00

2

x

θ
θ

+θθ×

ψ
ρρ

ψ
π
π

=
∂
∂

−= ∑
∞

=

−

 

    
)](cosP

n
cos

)cosP)[(cosP)r(sin
4

Iy2
y
UH

'
n

1n
n

'
n

2n

0
2
0

2

y

θ
θ

−

θϕ
ρρ

ψ
π
π

=
∂
∂

−= ∑
∞

=

−

                              (1.32) 

trong đó  và biểu thị các đạo hàm theo cosθ và cosϕ. Hơn nữa, nếu thay 
biểu thức trong dấu ngoặc vuông theo công thức (1.25), ta thu được biểu thức của H

( )θcos'Pn ( ψcos'Pn )
x như 

sau: 

)(cosP)(cosP)r(
4
sin2H 1n

'
n

1n

01n0

2

x θψ
ρπρ

ψπ
= −

−
∞

=
∑  

Chú ý đến các công thức Legendre và thay ψsin  và ψcos   theo các giá trị của chúng 
qua , ta có: 010 ,OOx ρ=

2
0

x 3 2
0 0

2 2
2 20

4
0

2 2
3 30 0

6
0

4 2 2 4 4
4 20 0

8
0

3x2 IRH [1 r cos
4

4x R3 r (3 cos 1)
4

x (2x 3R )5 r (5 cos 3 cos )
4

(8x 12x R R )r15 (35 cos 15 cos 3)]
64

π
θ

πρ ρ

θ
ρ

θ θ
ρ

θ θ
ρ

= +

−
+ −

−
+ −

− +
+ − +

    (1.33) 

2
2 20

y 05 2
0 0

2
2 2
04

0

3 IR x y rH [1 (2x 3R
4

5 r (4x 3R )]
8

π ) cos θ
πρ ρ

ρ

= + −

− −

                                   (1.34) 

Với các điểm nằm trên trục y (θ = 90o  và r = y), các công thức của Hx và Hy với độ 
chính xác đến các số hạng bốn, có dạng: 

( )

( )

2 2
2 2

x 03 4
o 0

4
4 2 2 4

0 08
0

R 3 yH 2 I [1 R 4x
4 4

45 y R 12R x 8x
64

= π + −
πρ ρ

+ − +
ρ

                 (1.35) 
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( )

( )

2 2
2 20

y 05 4
0 0

4
4 2 2 4

0 08
0

x yR 5 yH 3 I [1 3R 4x
4 8

35 y 5R 20R x 8x ]
64

= π − −
π ρ ρ

− − +
ρ

                                         (1.36) 

Tại gốc tọa độ, ( điểm 0 ): 

3
0

2

x 4
IR2H
πρ
π

= = 3
0

m

2
p
πρ

, 

Hy = 0   với  pm = πIR2-. 
Đây là kết quả mà trong giáo trình vật lý sơ cấp đã trình bày. 

Vì trị số cường độ trường, không phụ thuộc vào việc chọn gốc tọa độ, nên để cho thuận 
tiện trong khi sử dụng, thực tế người ta dùng các công thức (1.35) và (1.36). Trong các công 
thức này, gốc tọa độ trùng với hình chiếu của điểm cần khảo sát lên trục của vòng dây tròn. 

1.5 Trường từ  của vòng dây Helmholtz 

Hai vòng dây có đường kính giống nhau, nằm cách nhau một khoảng bằng bán kính R 
của chúng, với tâm nằm trên trục chung  OO' được gọi là vòng Helmholtz. 

Đặc điểm của các vòng dây này là sự đồng nhất của trường từ trong phần tâm của chúng. 
Vì vậy vòng Helmholtz được sử dụng rộng rãi trong thực tế đo từ, như là một nguồn trường từ 
đồng nhất. 

 

o

ψ θ
o'

2d

R

P

r

 

Hình 1.2 

Vòng dây Helmhollz 
 

 
Để tìm cường độ trường từ của các vòng dây đó, người ta dùng các công thức (1.31) và 

(1.32) và đặt gốc tọa độ nằm trên đường nối các tâm của các vòng dây đồng thời cho khoảng 
cách giữa các vòng dây bất kỳ và bằng 2d (Hình 1.2). 

Vì với hai vòng dây thì r, θ và ρ0 là đồng nhất, còn ψ khác nhau một góc 1800, nên: 
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)]}[cos(P

)(cosP){(cosP)r(
4

sinI2H

'
n

'
n1n

1n

01n0

2

x

ψ−π+

+ψθ
ρπρ

ψωπ
= −

−
∞

=
∑

 

Theo tính chất của đa thức Legendre: 

P'2n(cosψ) = −P'2n [cos(π−ψ)], 

P'2n-1(cosψ) = P'2n-1[cos (π−ψ)]. 
Vì vậy các số hạng chứa các đạo hàm bậc chẵn sẽ bị triệt tiêu, còn số hạng chứa bậc lẻ 

thì lại được tăng lên gấp đôi, do đó: 

∑
∞

=
−−

− ψθ
ρπρ

ψωπ
=

1n

'
1n22n2

1n2

00

2

x )(cosP)(cosP)r(
4

sinI4H  Giới hạn đến các số hạng 

bậc bốn chúng ta có: 
2 2

'
x 32

0 0

4
'
5 44

0

4 I sin rH [1 P (cos )P (cos )
4

r P (cos )P (cos )]

π ω ψ
2ψ θ

πρ ρ

ψ θ
ρ

= +

+
                                          (1.37) 

Tương tự, ta thu được: 

2
y

y 3 3
0 0

3
'
3 5 53

0

'
5

4 I sin rH { P (cos )[P (c
4

cos rP (cos )] P (cos )[P (cos )
3

cos P (cos )] ...}
5

π ω ψ
= ψ

πρ ρ

θ
− θ + ψ

ρ
θ

− θ +

os )θ

θ     (1.38) 

Chọn góc ψ sao cho số hạng thứ hai trong (1.37) bằng không, muốn vậy cần sao cho: 

,0)(cosP '
3 =ψ   hoặc  0

2
1cos

2
5 2 =−ψ  

Từ đó    

5
1cos 2 =ψ  

Vì    

cos2
2

2ψ = 2+
d

d R
,  nên  

2
Rd =  

Do đó khi đặt hai vòng dây nằm cách nhau một khoảng bằng R, thì số hạng thứ hai trong 
khai triển của H bằng không. Vì vậy tại các điểm nằm cách tâm một khoảng r nhỏ so với nửa 
khoảng cách giữa các vòng dây, thành phần trường dọc theo trục OO' giống nhau, tức là với 
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độ chính xác đến số hạng bậc bốn trường từ tại phần tâm của vòng dây được xem như là đồng 
nhất. 

Ưu điểm của hệ thống tạo trường từ này so với xôlênôit (trường từ tại phần tâm của 
xôlênôit cũng đồng nhất) là người quan sát có thể chạm đến được không gian có tồn tại 
trường đồng nhất. Không gian có trường đồng nhất không bị một thiết bị nào choán chỗ và vì 
vậy có thể đặt vào trong đó các mẫu vật hoặc các dụng cụ bất kỳ, miễn là kích thước của 
chúng không vượt quá kích thước của vòng dây. 

Nhược điểm của vòng Helmholtz so với xôlênôit là không thể tạo được trường từ mạnh.  

Trong thực tế vòng Helmholtz gồm có hai hệ vòng dây có tiết diện ngang là hình chữ 
nhật được sắp đặt sao cho trường từ ở phần tâm là trường đồng nhất. Trong trường hợp này để 
tính được từ trường do vòng Helmholtz tạo ra, người ta phải kể đến các số hạng hiệu chính 
cho sự hữu hạn của tiết diện ngang của vòng dây. 

1.6 Thế từ của vật thể bị từ hóa  

Có thể xem vật thể bị từ hóa như là bao gồm vô số các nam châm cơ bản, hay là vô số các 
lưỡng cực từ, với thế từ dU được biểu diễn bằng công thức:  

3
m

r4
)r,dP(

dU
π

=

→⎯→⎯

 

trong đó mPd  là mômen từ của lưỡng cực. Có thể thay thế  dvJPd m = , trong đó dv là yếu tố 
thể tích. Khi đó: 

dv
r4

)r,J(dU 3π
=

→→

, 

hoặc     

dV
r
1gradJ

4
1dU ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−= . 

P

Q

 
Hình 1.3 
Thế từ của vật thể bị từ hoá 
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Do đó, thế từ U do toàn vật thể gây ra tại điểm P (Hình 1.3) sẽ là: 

1 1U (J grad
4 r

→

= −
π ∫ )dv                                           (1.39) 

Trong trường hợp này tích phân lấy theo toàn vật thể, còn 
r
1grad  lại tính theo các tọa độ 

của P.  Như đã biết: 

r
1grad

r
1grad QP −=  

nên biểu thức (1.39) có dạng: 

dv)
r
1gradJ(

4
1U Q∫

→

π
=                                 (1.40) 

Sử dụng công thức giải tích véctơ vào trong (1.40), ta thu được: 

∫∫
→→

π
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

π
= dv

r
Jdiv

4
1dv

r
Jdiv

4
1U  

Biến đổi tích phân thứ nhất thành tích phân mặt theo công thức Ostrogradski-Gauss, công 
thức trên sẽ trở thành dạng:  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

π
= ∫∫

VS

dv
r

Jdiv
r
dSj

4
1U                                       (1.41) 

Tích phân thứ nhất tính theo mặt S, còn tích phân thứ hai lấy theo toàn thể tích V. 

Biểu thức (1.41) hoàn toàn tương tự với biểu thức thế của các điện tích phân bố trên mặt 
với mật độ σ và ở trong với mật độ ρ; nếu như chúng ta giả thiết rằng ở trên mặt, các từ tính 
ảo phân bố với mật độ  

nJ=σ ,                                ( 1.42) 

và ở trong, phân bố theo mật độ khối  
Jdiv−=ρ                                                             (1.43) 

Biểu thức (1.41) đúng cho tất cả các điểm của không gian: ở trong cũng như ở ngoài vật 
thể. 

Nếu trong phương trình (1.40) véctơ J  không đổi, tức là có thể xem vật bị từ hóa đồng 
nhất, thì phương trình đó sẽ chuyển thành dạng sau: 

)dv
r
1gradJ(

4
1U p∫

→

π
−=  

Vì phép tính grad được tính theo tọa độ của điểm P, còn tích phân lại được tính theo tọa 
độ của điểm Q, nên ta có thể thay đổi thứ tự tính toán của chúng. 
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∫
→

π
−= )

r
dvgradJ(

4
1U                                       (1.44) 

Nếu gọi V = ∫ r
dv , thì ta thu được biểu thức của thế từ dưới dạng đơn giản: 

              VgradJ
4
1U
π

−=                                           (1.45) 

trong đó V có thể được xem như là thế trọng lực (hấp dẫn) của vật thể có mật độ bằng đơn vị. 
Như vậy thế từ của một vật thể bị từ hóa đồng nhất với dấu ngược lại bằng tích vô hướng 

của độ từ hóa J  với gradient của thế trọng lực của vật thể nhiễm từ, nếu xem mật độ của nó 
bằng đơn vị. Công thức (1.45) được gọi là công thức Poisson. 

Theo công thức này, ta có thể tìm được thế từ của các vật thể bị từ hóa đồng nhất, có mật 
độ không đổi, qua thế trọng lực của chính vật thể đó. 

Ngoài ra, khi vật thể bị từ hóa đồng nhất, thì từ phương trình (1.41), ta thu được:  

∫π=
s

n ds
r

J
4
1U                           (1.46) 

vì   
0Jdiv = , 

Để tìm thế từ theo công thức (1.46) cần phải biết sự phân bố mặt của thành phần pháp 
tuyến của véctơ từ hóa. Tùy thuộc vào dạng của vật thể, khi tìm thế từ của chúng người ta 
dùng, hoặc công thức (1.45) hoặc (1.46). Ví dụ với hình cầu, elipxôit, người ta thường dùng 
công thức (1.45), vì thế trọng lực của chúng đã được biết trước, ngược lại với các vật thể hình 
lăng trụ, hình trụ, tốt hơn hết để tìm thế từ của chúng, người ta sử dụng công thức (1.46). 

Để minh họa, ta hãy xét một số thí dụ về từ trường của hình cầu, hình trụ và của êlipxôit. 

1.7 Thế từ của quả cầu bị từ hóa đồng nhất  

Thế trọng lực V do quả cầu có mật độ khối lượng bằng đơn vị gây ra tại điểm ngoài P 
cách tâm quả cầu một khoảng R có dạng   

R
vV =  

trong đó v là thể tích của hình cầu. 
Vì vậy, thế từ của quả cầu bị từ hóa đồng nhất tại cùng điểm đó có dạng: 

3R
)RJ(v

4
1U
π

=  

hoặc  
( )

3R
RM

4
1U
π

=  

Như vậy là thế từ của quả cầu bị từ hóa đồng nhất ở tại không gian ngoài  tương đương 
với thế của một lưỡng cực. 
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Để tìm thế từ tại điểm trong hình cầu cách tâm một khoảng R1, vẽ mặt cầu bán kính R1 để 
chia hình cầu đó ra thành hai phần. 

Thế từ U tại điểm nằm trên mặt cầu bằng tổng của thế U1 do hình cầu bán kính R1 
gây ra và thế U2 do lớp cầu gây ra. 

Như vậy, thế U1 được biểu diễn bằng phương trình:  

)RJ(
3
1)RJ(

34
4)RJ(

R
R

34
4U 113

1

3
1

1 =π
π

=π
π

=
→→→→

 

Thế trọng lực ở trong lớp cầu là một đại lượng không đổi và gradient bằng không, vì vậy.
   

0U2 =  

Do đó thế ở trong hình cầu:  

)RJ(
3
1UU 11

→→

== , 

Từ đó cường độ từ trường ở trong hình cầu: 
→⎯→⎯→

−=−= J
3
1UgradH                           (1.47) 

và 

3
JB 0μ−=  

Do đó,  tỷ lệ với độ từ hóaH J  và có hướng ngược với hướng của J . Hệ số tỷ lệ: 

3
1N =                       (1.48) 

được gọi là hệ số khử từ của vật hình cầu. 

1.8 Thế từ  của  hình trụ bị từ  hóa đồng nhất 

Nếu giả thiết rằng hình trụ bị từ hóa đồng nhất dọc theo trục của nó, thì trên các mặt đáy 
thành phần pháp tuyến Jn của véctơ từ hóa J  đồng nhất và bằng chính vectơ Vì vậy để 
thuận tiện cho việc tìm thế từ, ta sử dụng phương trình (1.46). Tại điểm ngoài P phương trình 
đó có dạng: 

J .

∫∫ π
−

π
=

21 r
dS

4
J

r
dS

4
JU  

Trong đó tích phân đầu lấy theo mặt đáy thứ nhất, tích phân sau lấy theo mặt đáy thứ hai. 

Trong trường hợp tổng quát, tức là đối với một điểm bất kỳ của không gian, tích phân 
không thể tính được dưới dạng các hàm số đơn giản, vì vậy ta chỉ giới hạn khảo sát thế tại các 
điểm nằm trên trục của hình trụ. Giả sử bán kính trụ bằng a, độ dài l và khoảng cách từ điểm 
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P đến mặt S1 gần nhất bằng R, lúc đó, nếu gọi ρ là khoảng cách từ yếu tố mặt dS đến tâm 0, 
thì thế từ của mặt đáy thứ nhất sẽ là: 

( )∫ ∫
π

−+=
ρ+

ρθρ
π

=
2

0

a

0

22

221 RaRJ
2
1

R
dd

4
JU  

Biểu thức thế từ do mặt đáy thứ hai gây ra cũng có dạng tương tự, trong đó R được thay 
bằng R + l. Vì vậy thế tại điểm nằm ngoài được tính bằng công thức: 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−+= lalRaRJ

2
1U 2222                              (1.49) 

Tại điểm trong P, rõ ràng là thế từ được biểu diễn bằng công thức: 

( ) ]R2aRlaR[J
2
1U 2222

1 −++++=                       (1.50)   

1.9 Thế từ của elipxôit (ellipsoid) 

Ta tìm thế từ của elipxôit theo lý thuyết Poisson, vì thế trọng lực của nó tại điểm ngoài P, 
với tọa độ x, y, z đã tính được và được biểu diễn theo công thức sau: 

( )θϕ
θ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

−
θ+

−
θ+

−
π

= ∫
d

c
z

b
y

a
x1

1
abcV 2

2

2

2

2

2

 

trong đó a, b, c là các bán trục của elipxôit,  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2a b cϕ θ θ θ θ= + + + , 

còn η là nghiệm của phương trình: 

1
c

z
b

y
a

x
2

2

2

2

2

2

=
η+

+
η+

+
η+

                                        (1.51) 

Đầu tiên chúng ta tìm thế từ trên mặt elipxôit. Trong trường hợp này, nghiệm của phương 
trình (1.51) η = 0, vì vậy thế trọng lực sẽ là 

( )
φ+

θϕ
θ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

+
θ+

+
θ+

π−= ∫
∞ d

c
z

b
y

a
xabcV

0
22

2

2

2

 

Có thể viết lại biểu thức này dưới dạng  

φ+++−= ]NzMyLx[
2
1V 222  

trong đó  L, M, N và φ  là các đại lượng không đổi được biểu diễn qua các tích phân eliptic. 

( ) ( )∫
∞

θϕθ+
θ

π=
0

2a
dabc2L  
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( ) ( )∫
∞

θϕθ+
θ

π=
0

2b
dabc2M  

( ) ( )∫
∞

θϕθ+
θ

π=
0

2c
dabc2N  

( )∫
∞

θϕ
θ

π=φ
0

dabc                                                                        (1.52) 

Do đó thế từ trên mặt elipxôit sẽ có dạng: 

( )NzJMyJLxJ
4
1U zyx ++
π

=                                   (1.53) 

Trong đó các tích  số  là các thành phần của lực hấp dẫn do elipxôit gây ra. Nz,My,Lx

Thế từ của elipxôit tại điểm nằm ngoài theo định lý Poisson cũng có dạng: 

( )zzyyxx fJfJfJ
4
1U ++
π

=  

trong đó  cũng là các thành phần của thế hấp dẫn tại điểm ngoài P. Để tìm các lực 
này qua điểm P, ta vẽ elipxôit khác có cùng các tiêu điểm với elipxôit cho trước, với cùng mật 
độ như mật độ của elipxôit cho trước, theo định luật Maclorain, lực hấp dẫn của các elipxôit, 
tỷ lệ với các thể tích của chúng, tức là:  

zyx f,f,f

abc
cba

f
'f

f
'f

f
'f 111

z

z

y

y

x

x ===  

trong đó a1, b1, c1 là các bán trục và fx', fy', fz' là các thành phần của lực hấp dẫn của elipxôit  
được vẽ thêm. 

Vì điểm P nằm trên mặt elipxôit được vẽ thêm nên tương ứng với công thức (1.53)  

yM'f;xL'f 1y1x ==  và  zN'f 1z =  

Trong đó L1, M1  và  N1  là các đại lượng không đổi, được xác định bằng các công thức 
(1.52) mà trong đó các bán trục a, b, c được thay bằng các bán trục a1, b1, c1  

Do đó: 

x 1
1 1 1

y 1
1 1 1

z 1
1 1 1

abcf L
a b c

abcf M
a b c

abcf N
a b c

=

=

=

x,

y,

z

 

Từ đó  
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[ ]zNJyMJxLJ
cba4

abcU 1z1y1x
111

e ++
π

=                         (1.54) 

Do tính chất của elipxôit được vẽ thêm, các bán trục a1, b1, c1  được xác định từ các điều 
kiện sau: 

Điều kiện thứ nhất: 
2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 2

a b a b q

a c a c q

− = − =

− = − =

;
                                    (1.55) 

Điều kiện thứ hai: 

1
c
z

b
y

a
x

2
1

2

2
1

2

2
1

2

=++                                    (1.56) 

Các phương trình này được dùng để tìm các bán trục  a1, b1, c1 đó. 

1.10 Các đạo hàm của thế từ và sự liên hệ giữa chúng  

Cường độ cực đại của trường từ theo hướng thẳng góc với mặt đẳng thế đi qua điểm cho 
trước liên hệ với thế từ U bằng biểu thức: 

          UgradH −=  

                     UgradB 0μ−=                                               (1.57) 

Đối với trường từ dị thường, cường độ này được biểu diễn qua Ta.  Nó thay đổi từ điểm 
này qua điểm khác không những theo môđun mà còn theo hướng, hướng này trùng với hướng 
đường sức của trường từ. Trong tính toán, để cho thuận tiện, người ta dùng các thành phần 
của véctơ đó trong hệ thống tọa độ cho trước. Trong trường hợp tổng quát cường độ trường từ 
theo hướng của véctơ đơn vị λ bằng  

( )λ=λ=
λ∂

∂
μ−=λ ,TcosTTUB aaa0 .                              (1.58) 

Trong thăm dò từ, các hệ thống tọa độ khác nhau được sử dụng. Trong hệ thống tọa độ 
vuông góc, trục Oz thông thường hướng xuống dưới, trục Ox có hướng trùng với kinh độ địa 
từ, còn trục Oy hướng về phía phải của trục Ox. Trong hệ thống toạ độ đó: 

H0 = T0 cos I0            Z0 = T0 sin I0                        (1.59) 
trong đó I0 là góc từ khuynh bình thường            

Trong địa từ, người ta dùng hệ thống tọa độ địa lý với trục Ox trùng với kinh tuyến 
hướng lên phía bắc. Các thành phần của cường độ trường địa từ bình thường  X0, Yo, Z0 trong 
hệ thống tọa độ đó (giả thiết rằng i = I0, δ = D0) sẽ là: 

                                  X0 = H0 cos  D0  = T0 cos  I0 cos D0

Y0 = H0 sin D0    =  T0 cos  I0 sin D0                     (1.60) 

                                  Z0  = T0 sin I0
- 
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Trên hình 1.4 người ta biểu diễn các thành phần của trường từ địa phương trong hệ thống 
toạ độ kể trên. Trong trường hợp này để cho đơn giản người ta cho: 

h 0 x 0 y 0 xR H , R R , R Y , R X= = = = 0  

Các giá trị dị thường của trường từ thu được bằng cách lấy hiệu giữa giá trị đo được của 
trường với giá trị trường bình thường. 

Các biểu thức tương tự đối với các thành phần cường độ trường từ trong hệ tọa độ địa 
phương có thể thu được từ các biểu thức (1.60) mà trong đó thay cho góc D người ta dùng góc 
δ phương vị từ của trục Ox. Hệ tọa độ này rất thuận lợi để khảo sát các dị thường từ hai chiều. 
Trong trường hợp đó trục Ox được đặt trùng với phương thẳng góc với đường phương của dị 
thường. Thành phần Ha trùng với thành phần trên trục Ox, còn thành phần theo trục Oy bằng 
không. Hình chiếu của véctơ T0 trên mặt phẳng xOz được xác định bằng góc i, góc này liên hệ 
với độ từ khuynh I0 và phương vị từ của tuyến δ bằng công thức sau: 

 

y

x

O

hR
δ

z

oT
zR

xR

yRi

 
Hình 1.4  

Các thành phần trường địa phương 

 

δ= cosctgIctgi 0                                                (1.61) 

Các từ  kế hiện đại có độ chính xác cao đo được hoặc hiệu số TΔ giữa giá trị của môđun 
T tại điểm cho trước và tại điểm, được gọi là điểm tựa (khi đo từ hàng không, trên tuyến tựa), 
hoặc môđun T tại mỗi điểm quan sát. Trong trường hợp sau người ta thu được giá trị TΔ khi 
tu chỉnh các kết quả đo được. Trong thăm dò từ người ta thường nghiên cứu các dị thường từ. 
Dị thường này được ký hiệu bằng (ΔT)a. Giá trị này được xác định từ  tam giác các véctơ 
(Hình 1.5) 

(ΔT)a = ⏐Ts⎢− ⎢T0⎢                              (1.62) 
Trong tam giác này:                                                        
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γ++= cosTT2TTT a0
2
a

2
0a  

trong đó γ là góc giữa hướng trường địa từ bình thường và Ta. Nếu đặt giá trị Ts này vào trong 
biểu thức (1.62) và cho T0 ra khỏi dấu ngoặc, ta có (Hình 1.5):  

2
a 0 a 0 a 0( T) T 1 (T / T ) 2(T / T )cos 1⎡Δ = + + ⎤γ −

⎣ ⎦                                             (1.63) 

oT

oT

aT

γ

 
Hình 1.5 

Dị thường từ 
 

Khi Ta<< T0 có thể bỏ qua số hạng 
2

0

a

T
T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
trong biểu thức đó. Khai triển các số hạng 

còn lại theo nhị thức Newton và chỉ giới hạn đến số hạng lũy thừa bậc nhất của 
0

a

T
T

 ta thu 

được:   

( ) γ=Δ cosTT aa                                          (1.64) 

Biểu thức thức này chứng tỏ rằng với những giá trị không lớn ⎢Ta ⎢thành phần dị thường 
(ΔT)a là hình chiếu Ta  trên hướng trường bình thường tức là đạo hàm của thế từ theo hướng 
trường bình thường. Vì hướng này không đổi nên có thể xem nó như hàm thế Za, Xa, và Ya. 
Trong hệ thống tọa độ với trục 0x trùng với H0, 

( ) a 0 aa

a 0 a 0

T H cos I cos Z sin I

X cos I Z sin I

Δ δ= +

= +
0

                                            (1.65) 

trong đó  δ là phương vị từ của Ha

Hình chiếu của Ya trên T0 luôn bằng không. 

Trong các đạo hàm hạng cao của thế từ  ta có thể đo trực tiếp các đạo hàm bậc hai -
gradient của cường độ từ trường  
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2 2 2

2

U U U, , ,
z x z i x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

và 
zi

U2

∂∂
∂  

Chỉ số i biểu thị vi phân theo hướng trường bình thường. Bằng tính toán ta có thể thu 
được các đạo hàm bậc ba (các đạo hàm bậc hai của  Z hoặc ΔT). 

Ngoài các đại lượng vật lý đã được khảo sát, khi tính toán và phân tích các dị thường từ 
đối với các vật thể hai chiều đôi khi người ta còn dùng thế từ, cường độ trường, hoặc gradient 
phức. 

Thế từ phức Uk thu được từ các công thức tương ứng của thế từ trong điều kiện của 
bài toán hai chiều và trong các công thức đó thay độ từ hóa J và khoảng cách r bằng các 
biến phức: 

yixr,JiJJ zx +=+=                                   (1.66) 

Cường độ trường từ phức Bk được tạo thành từ hai hàm liên hiệp phức H và Z vì: 

BBk = H + i Z                                      (1.67) 

hoặc   

BBk = Z + i H                                (1.68) 

phụ thuộc vào hướng của các trục tọa độ. Khác với thế từ thường, thế phức có ý nghĩa vật lý 
(trường toàn phần), vì trên mặt phẳng các đại lượng phức có thể được xem như là các véctơ. 

Nếu đưa hàm điều hòa (ΔT)*
a, liên hợp với cường độ trường đo được (ΔT)a, véctơ (ΔT)a

* 

thẳng góc với hướng trường bình thường còn (ΔT)a trùng với trường bình thường, ta có thể 
thu được biểu thức của  trường phức  

( ) ( )*aak TiTB Δ+Δ=                                           (1.69) 

Có thể thực hiện các toán tử đó đối với các gradient  

x
Z
∂
∂  và

z
Z
∂
∂  , 

x
T

∂
Δ∂  và 

z
T

∂
Δ∂  

và vân vân. 

1.11 Những đặc tính cơ bản của hàm số thế  (điều hòa) 

1.11.1 Định nghĩa về các hàm điều hòa và thế. Sự liên hệ giữa các hàm điều hòa                     
với các hàm giải tích 

Như ta đã biết từ lý thuyết các hàm số thế, một hàm số hai lần khả vi thỏa mãn phương 
trình Laplace được gọi là hàm điều hòa. 

0
z
U

y
U

x
UU 2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ                                    (1.70) 

hàm này phải điều hòa tại vô cùng, tức là phải được thỏa mãn bất đẳng thức sau: 
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( ) 2mr
crU
−

≤                                                   (1.71) 

khi r nhận giá trị lớn. Trong trường hợp này r là khoảng cách từ gốc tọa độ tới điểm quan sát, 
còn m là thứ nguyên của không gian Euclide. Trong miền hai chiều (m = 2), từ điều kiện 
(1.71) ta có thể suy ra rằng hàm điều hòa tại vô cùng bị giới nội (khi r → ∞). Đối với miền ba 
chiều (m=3) hàm tại vô cùng tiến tới không. 

Hàm số thế với quan điểm vật lý là hàm vô hướng của các tọa độ, gradien (H) của nó xác 
định cường độ trường toàn phần của trường véc tơ cần nghiên cứu (trường trọng lực, trường 
từ  v.v...) 

gradUH −=  

Hàm số thế thỏa mãn phương trình Laplace trong miền điều hòa của mình. 

Nhắc lại việc biểu diễn phương trình Laplace trong hệ thống tọa độ cầu và trụ: 

Trong tọa độ cầu: 

0U
sinr
1Usin

sinr
1

r
Ur

rr
1

2

2

22
2

2 =
ϕ∂

∂
ϕ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

θ∂
∂

θ
θ∂
∂

θ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂  

         (1.72) 
Trong tọa độ trụ: 

0
z
UU1U1
2

2

2

2

2 =
∂
∂

+
ϕ∂

∂
ρ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ∂

∂
ρ

∂
∂

ρ
                                      (1.73) 

Từ phương trình (1.72) ta có thể dễ dàng giải phương trình Laplace trong trường hợp có 
đối xứng cầu, tức là khi hàm cần tìm chỉ phụ thuộc vào một tọa độ r, lúc đó phương trình trên 
có dạng 

0)
dr
dUr(

dr
d 2 =  

từ đó    

2
1 C

r
C

U +=  

Với nghiệm thu được nếu giả thiết rằng C1 = 1, C2 = 0, ta có nghiệm cơ bản của 
phương trình Laplace ở trong không gian  

r
1U0 =                                           (1.74) 

Với độ chính xác đến một thừa số nhân, nghiệm này trùng với thế của một chất điểm 
hoặc của một diện tích điểm đặt ở gốc tọa độ. 

Bằng cách tương tự, từ phương trình (1.73) ta có thể thu được nghiệm cơ bản của phương 
trình Laplace cho trường hợp hàm cần tìm có tính chất đối xứng trụ. Trong trường hợp này 
nghiệm sẽ là:  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
1lnU 0                              (1.75) 

Với độ chính xác đến một thừa số nhân, nghiệm này trùng với thế của một sợi vật chất 
mảnh hoặc sợi các cực mảnh có mật độ dài không đổi đặt song song với trục Oy (thẳng góc 
với ρ).  

Trong trường hợp bài toán phẳng (m=2), để nghiên cứu các hàm điều hòa một cách hữu 
hiệu người ta dùng công cụ lý thuyết hàm giải tích mà ta hiểu như là hàm biến phức liên tục 
và khả vi. Như đã được chứng minh trong lý thuyết của các hàm giải tích, phần thực và phần 
ảo của hàm giải tích. 

( ) ( ) ( )y,xiy,xzf ψ+ϕ=                            (1.76) 

trong đó z = x + iy là các hàm điều hòa thỏa mãn phương trình Laplace. Để cho hàm f(z) là 
hàm điều hòa thì các hàm số  ϕ(x,y) và ψ(x,y)  phải là các hàm liên hợp, tức là chúng cần phải 
liên hệ với nhau bằng các phương trình Cauchy-Riman 

xy
;

yx ∂
∂ψ

−=
∂
∂ϕ

∂
∂ψ

=
∂
∂ϕ

                                   (1.77) 

1.11.2 Tiếp tục giải tích  

Một đặc điểm quan trọng nhất của các hàm giải tích là khả năng tiếp tục giải tích mà lần 
đầu tiên Riman đã chứng minh được. 

Ta hãy viết chuỗi các hàm lũy thừa 

( ) ( ) ( ) ( )n
0n

2
02010 zzc...zzczzcczf −++−+−+=                               (1.78) 

trong đó là các đại lượng phức. Dùng dấu hiệu Cauchy ta có thể xác định được 
tính hội tụ của chuỗi. 

n10 c,...,c,c

Theo dấu hiệu đó, chuỗi sẽ hội tụ khi  

( ) 1czzzzc n
n0

n
0n <−=−   1 

Nếu biểu diễn qua  Λ là cận trên của dãy 1cn
n <       

Λ= n
n

n
Csup

∞→
 

thì ta có thể khẳng định được rằng chuỗi (1.78) hội tụ với  mọi giá trị của z khi Λ= 0, còn khi 
Λ≠ 0 hội tụ khi ⏐z − z0⏐< 1/ Λ (định luật Cauchy Adamar). Đại lượng 1/Λ được gọi là bán 
kính hội tụ và xác định vòng tròn bao quanh điểm z mà trong phạm vi của nó chuỗi các hàm 
lũy thừa hội tụ tuyệt đối. Trong giới hạn của vòng tròn đó chuỗi (1.78) là chuỗi Taylor  mà 
các hệ số c0, c1... cn được xác định qua các giá trị của f(z) và các hàm đạo hàm của nó. 

( )
!n
zfc

n

n =  
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Nhờ có chuỗi Taylor, ta có thể thu được giá trị tiếp tục giải tích của hàm f(x) cho trước 
trên trục thực trong khoảng [a, b] vào trong miền các giá trị phức của các biến. Hàm f(x) tại 
lân cận của điểm x: x − δ < x < x+δ mà trong đó nó là hàm giải tích có thể được biểu diễn 
bằng chuỗi Taylor với các hệ số thực:  

( ) ( )∑
∞

=
−=

0k

k
0k xxcxf                                                            (1.79) 

chuỗi  

( ) ( )∑
∞

=
−=

0k

k
0k zzczF  

là giá trị tiếp tục giải tích của hàm số đó trong miền D của mặt phẳng biến số phức chứa đoạn 
[a,b] với điều kiện là trên đoạn này F(z) = f(x). Chuỗi này sẽ hội tụ trong vòng tròn c(δ, xx) 
với bán kính  δ<− 0xz . 

Nếu cho f(z) trong biểu diễn (1.78) bằng không ta thu được nghiệm của hàm giải tích như 
là nghiệm của phương trình đó. Từ phương trình (1.78) ta suy ra rằng khi z là nghiệm của 
hàm f(z), số hạng tự do của chuỗi đó sẽ là                      c0 = f(z0) = 0. Giả sử k là giá trị bé 
nhất trong các hệ số khác không (k ≥ 1). Trong trường hợp đó biểu thức (1.78) có thể viết 
dưới dạng sau: 

( ) ( ) ( ) 1k
01k

k
0k zzczzczf +

+ −+−=                                      (1.80) 

Số k xác định độ bội nghiệm (khi k=1 ta gọi đó là nghiệm đơn) 

Cùng với biểu thức vi phân (1.14) đối với chuỗi Taylor còn có biểu thức tích phân mà 
Cauchy đã thu được. 

( )
....,21,0ndz

zz
)z(f

i2
1c

C
1n

0
n =

−π
= ∫ +

                     (1.81) 

Trong đó C là một vòng tròn nào đó có tâm tại z nằm trong miền hội tụ sử dụng biểu thức 
này từ chuỗi các hàm số lũy thừa ta có thể đưa ra được công thức tích phân Cauchy: 

ζ
−ζ
ζ

π
= ∫

δ

d
)z(

)(f
i2

1)z(f
C 0

                                       (1.82) 

Công thức này cho ta giá trị của f(z) tại một điểm trong của vòng dây tròn cδ  qua các giá 
trị của hàm số đó trên mặt ranh giới của nó ⎪ζ − z0⎪ = σ. Tích phân (1.82) có thể được phát 
triển ra cho biến của bất kỳ vòng tròn nào khác ở trong miền D mà trong đó hàm f(z) đơn trị 
và khả vi. Đối với những điểm nằm trên chính đường tròn, hàm số dưới dấu tích phân không 
được xác định. Trong vòng tròn  Γ tích phân Cauchy có đạo hàm ở tất cả mọi hạng: 

( ) ζ−ζ
ζ

π
= ∫

Γ
+

d
)z
)(f

i2
!n)z(f 1n

n .                                                  (1.83) 

Điều đó có nghĩa là hàm giải tích có đạo hàm ở tất cả mọi hạng đồng thời các đạo hàm đó 
cũng là các hàm giải tích trong miền D. 

Sử dụng các biểu thức (1.81) và tính giới nội của tích phân ta có thể đánh giá các môđun 
của các hệ số trong chuỗi Taylor: 
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n1n
C

1n
0

n R
MR2

R
M

2
1dz

)zz(
)z(f

i2
1c =π

π
≤

−π
=

++∫                          (1.84) 

trong đó R là bán kính của vòng tròn hội tụ. 
Từ biểu thức (1.84) ta có định lý Liuvil mà theo đó hàm số giải tích trên toàn bộ mặt 

phẳng z bị giới hạn theo môđun sẽ bằng hằng số (Khi R→ ∞ hệ số cn khi n → 0 bằng không, 
từ đó f(z) = c0 = const ). 

Nếu miền giải tích của hàm số f(z) không phải là vòng tròn, thì hàm số đó sẽ có thể được 
biểu diễn dưới dạng chuỗi  Lauran. 

( ) ( )∑
∞

∞−
−= k

0k zzczf                                     (1.85) 

Chuỗi này được biểu diễn qua tổng của hai chuỗi  

( ) ∑∑
−

∞−

∞
−+−=

1
k

0k
0

k
0k )zz(c)zz(czf                    (1.86) 

Chuỗi đầu tiên đã được khảo sát ở trên. Chuỗi này hội tụ trong vòng tròn có bán kính ⎪z 
− z0⎪ < R và được gọi là phần điều hòa của khai triển Lauran. Chuỗi thứ hai chứa các lũy thừa 
âm của (z − z0) được gọi là phần chính hoặc là phần điều hòa của khai triển Lauran. Ta có thể 
biến đổi khai triển này thành khai triển Taylor nếu đặt t = 1 / ( z − z0) lúc đó thay cho chuỗi 
(1.86) ta thu được: 

( ) ( )

( ) ( )∑ ∑
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=

∞

=

−
− −+−=
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⎞
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⎝
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1fzzfzf

                                        (1.87) 

Chuỗi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 0

2 zz
1f  hội tụ trong khoảng ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

r
1,

R
1  của các giá trị t, và do đó, theo định lý 

Abel hội tụ trong vòng tròn 
r
1t < . 

Từ đó suy ra rằng chuỗi thứ hai trong biểu thức (1.87) hội tụ khi rzz 0 >− , tức là trong 

miền ngoài đối với vòng tròn rzz 0 =− . Miền hội tụ chung cho cả hai chuỗi là hình vành 

khăn  Rzzr 0 ≤−≤ . 

Khai triển thành chuỗi Lauran có tính chất duy nhất. 

Trong trường hợp riêng, r có thể bằng không và lúc đó thay cho hình vành khăn người ta 
khảo sát vòng tròn hội tụ R có tâm bị tách ra. Các hệ số ck trong triển khai thành chuỗi Lauran 
được xác định bằng tích phân Cauchy. 

∫
Γ

+
ζ

−ξ
ζ

π
= d

)z(
)(f

i2
1c 1k

0
k      k=0 , ± 1 , ± 2...                             (1.88) 

Khi đó đường Γ cần phải nằm trong hình vành khăn với các bán kính trong ngoài là r và 
R. 
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1.11.3 Các điểm đặc biệt của hàm số giải tích  

Các điểm mà tại đó hàm không còn tính giải tích được gọi là các điểm đặc biệt cô lập của 
hàm giải tích f(z) trong miền D. Phụ thuộc vào tính chất của hàm f(z) xung quanh điểm đặc 
biệt mà người ta phân các điểm đặc biệt thành các điểm đặc biệt có thể triệt tiêu được và các 
điểm đặc biệt thực. 

Điểm đặc biệt a được gọi là triệt tiêu được khi  

c)z(flim
az

=
>−

(giới nội) 

Còn điểm cực  

∞=
>−

)z(flim
az

                                      (1.89) 

Điểm đặc biệt thực là điểm không có giới hạn. Các hàm điều hòa không có các điểm đặc 
biệt này. 

Cần phải nhấn mạnh rằng xung quanh điểm cực hàm giải tích có thể đơn trị hoặc đa trị. 
Đối với hàm đơn trị việc tiếp tục giải tích theo một đường kín bất kỳ trong miền                    
⎪z − a⎪ < R  không thay đổi giá trị của nó, còn  đối với hàm đa trị có thể tiến tới điểm xuất 
phát trên mặt phẳng f(z) chỉ sau khi quay k vòng trên mặt phẳng của biến độc lập z. Ví dụ 

hàm f(z) = n z tương ứng với z0  có n giá trị f(z0) với cùng một môđun bằng giá trị căn số 
nhưng với argument khác nhau    2π /n. Vì vậy trên mặt phẳng f(z) ta rơi vào cùng một điểm 
sau khi đã vòng n vòng az −  (cực của hàm này a = 0). Đối với hàm lnz có vô số các giá trị. 

( )π+ϕ+=+= k2irlnzargizlnzln                                 (1.90) 

Khi đi vòng theo đường tròn az −  (cực của hàm này  a=0), nói chung ta không thể quay 
trở về điểm xuất phát f(z0). Những điểm đặc biệt như vậy được gọi là các điểm đặc biệt nhánh 
của các hàm giải tích. 

Hệ số c-1 của (z − a)-1 trong khai triển Lauran được gọi là thặng dư của hàm số f(z) đối với 
điểm đặc biệt a và được biểu diễn bằng res f (a) hoặc resa f(z). Tương ứng với biểu thức (1.88) 

 ∫
Γπ

= ds)z(f
i2

1)a(resf                                              (1.91) 

Tại điểm đặc biệt có thể hủy bỏ được res f(a) bằng không. Thặng dư tại điểm cực hạng n 
được xác định bằng công thức: 

n 1
n

z a n 1

1 dres(a) lim [(z a) f (z)]
(n 1)! dz

−

→ −=
−

−                            (1.92) 

Đối với điểm cực hạng một  

z ares(a) lim [(z a)f (z)]→= −                                            (1.93) 

Từ biểu thức (1.91) ta suy ra rằng tích phân theo đường kín bao quanh điểm đặc biệt, 
không bằng không. Khi trong vòng Γ có một vài điểm đặc biệt thì theo định lý Cosi 
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( ) ( )[ ]zfres...zfresi2

dz)z(f...dz)z(fdz)z(f

n1

m1

++π=

==== ∫∫∫
γγΓ                                        (1.94) 

Việc sử dụng công thức (1.94) đối với hàm f(z) mà một vài điểm đặc biệt của nó nằm cao 
hơn trục thực (Hình 1.6) có thể  có giá trị thực tế. Vẽ nửa đường tròn với tâm O mà các điểm 
đặc biệt rơi vào đó, ta có thể viết: 

∫∫∫ Γ
−

+=
R

dz)z(fdx)x(fdz)z(f
R

R
c                                                  (1.95) 

 

O-R R

C

a

b

k

 
Hình 1.6 

Chứng minh công thức (1.96) 

 
Trong đó chỉ có số R ở tích phân thứ nhất có nghĩa là tích phân được tính dọc theo 

đường tròn khi mà f(z) trong nửa không gian trên tiến tới không nhanh hơn 1/z. Điều kiện 
đó có thể được viết dưới dạng f(z) = α(z)/z, trong đó α→0 khi z →∞. 

Tích phân thứ hai trong biểu thức (1.95) tiến tới không vì môđun của nó có thể được làm 
cho bé tùy ý khi ⎪α(z)⎪<ε 

πε=π
ε

≤
α

= ∫∫
γγ

R
R

dz
z

)z(dz)z(f
RR

 

Tương ứng với (1.95) thay các cận ± R trong tích phân đầu tiên  ở trong vế phải bằng  ± 
∞ ta thu được. 

)]z(fres...)z(fres[i2dx)x(f ka ++π=∫
∞

∞−

                       (1.96) 

ở đây f (z) là giá trị tiếp tục giải tích của  f(x) 

1.11.4 Các biểu thức tổng quát của trường thế, các đặc điểm của hàm số thế 

Trong lý thuyết thế người ta chia ra thành thế của lớp đơn giản   

∫∫
σ

=
S r

dSU                                  (1.97) 

 30



 31

và thế của lớp kép  

dS
r

cosU
S
∫∫

ϕμ
=                                      (1.98) 

thế Newton hoặc thế khối  

∫∫∫
ρ

=
V r

dVU                               (1.99) 

Trong các biểu thức đó  

( ) ( )( )222 zy)xr ζ−+η−+ξ−=  

trong đó x, y, z là tọa độ của điểm mà tại đó người ta tính thế (điểm ngoài), ξ, η, ζ của điểm 
trên mặt S hoặc trong khối V, tại đó có nguồn thế, ϕ là góc giữa r  và pháp tuyến ngoài với 
mặt S (Hình 1.7), σ(ξ, η, ζ) và  μ (ξ, η, ζ) là mật độ của lớp đơn hoặc lớp kép, ρ (ξ, η, ζ) là 
mật độ khối (mật độ thể tích dm/dv). 

 Nếu m là hàm không khả vi của tọa độ thì biểu thức (1.99) biến thành tích 

phân ∫∫∫=
V r

dmU   

Trong mô hình hai chiều khi mà sự phân bố của khối lượng chỉ phụ thuộc vào hai tọa độ  
ξ và ζ, các biểu thức (1.97) và (1.98) biến thành  

∫ σ=
C

dl
r
1ln'U                                        (1.100) 

∫∫σ=
S

dS
r
1ln'U                                      (1.101) 

trong đó tích phân được thực hiện tương ứng với vòng C và diện tích  S. Các thế như vậy 
được gọi là các thế loga. 

Từ biểu thức  

ϕ=
∂
∂

→

cos)r,ncos(
n
r

                                          (1.102) 
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2M

n
ϕ

1M

n

ϕ

P

 
Hình 1.7 

Tính các biểu thức thế 

 
ta suy ra rằng  

22 r
cos

n
r

r
1

r
1

n
ϕ

−=
∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂                                  (1.103) 

 Thế lớp đơn trên mặt S có giá trị giới nội mặc dù trong miền tích phân khi ξ=x, η= y, ζ = 
z hàm số dưới dấu tích phân biến thành vô cùng cũng như khi cho điểm P tiến đến vô cùng. 
Nếu có điều kiện khi mà trên mặt S chỉ có các khối cùng một dấu thì tích phân tiến tới không 

giống như hàm 
r
1 . Khi đó MrUlimr =∞→ , trong đó M là toàn bộ khối lượng của lớp. Nếu có 

hiện tượng đổi dấu trong sự phân bố khối lượng trên mặt S thì M=0 nên  rlim rU 0→ ∞ =

Thế Newton giữ nguyên tính điều hòa trong miền chứa nguồn có đặc điểm như vậy. 

Thế lớp kép liên tục trong toàn không gian ngoại trừ các điểm thuộc mặt S. Khi chuyển 
qua mặt này  giá trị của thế gián đoạn. 

Thế Newton trong trường hợp tổng quát thỏa mãn phương trình Poisson. 

πρ−=Δ 4U                                          (1.104) 

Tại miền không có nguồn ρ = 0 phương trình trên trở thành phương trình Laplace.  

ΔU=0. 
Gradient của thế U hướng  dọc theo pháp tuyến với mặt mức C đi qua điểm P điểm mà tại 

đó ta tính gradient, và về mặt vật lý là giá trị cường độ toàn phần của trường tại điểm đó. 
Gradient của U được biểu diễn qua các thành phần cường độ theo các trục tọa độ Hx, Hy, Hz 
theo cách như sau: 

)z,ncos(
z
U)y,ncos(

y
U)x,ncos(

x
U

n
UgradU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=  

 (1.105) 
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Khoảng cách Δn giữa các mặt mức mà giá trị hàm thế khác nhau một lượng ΔC được biểu 
diễn qua gradient của U dưới dạng sau: 

gradU
Cn Δ

=Δ  

Từ đó ta suy ra rằng khi gradient tăng, khoảng cách giữa các mặt đẳng thế giảm  

Thông lượng của gradient của thế qua mặt kín mà trong đó không có nguồn bằng không  

∫∫ =
∂
∂

S

0ds
n
U

                                         (1.106) 

Khi mặt bao quanh nguồn  

∫∫ π=
∂
∂

S

M4dS
n
U                            (1.107) 

trong đó M là toàn bộ khối của nguồn  nằm trong mặt S. 
Đối với các hàm số, ta có định lý Gauss về giá trị trung bình như sau: 

∫∫π
=

rS
20 UdS

r4
1)P(U                                  (1.108) 

Theo định lý này giá trị của hàm thế tại điểm Po bằng tích phân của hàm số đó trên 
mặt cầu bán kính r có tâm tại điểm Po với điều kiện là trong mặt đó không có nguồn tạo ra 
thế. 

Từ định lý này ta suy ra rằng trong miền D hàm U điều hòa  

(Đạo hàm theo pháp tuyến của hàm thế 
n
U

∂
∂  gián đoạn trên mặt của lớp đơn,  còn đạo 

hàm bậc hai theo r của thế  Newton 2

2

r
U

∂
∂ lại gián đoạn khi đi qua mặt ranh giới chứa các 

khối thể tích với mật độ ρ). Các giá trị cực đại và cực tiểu chỉ có thể có được tại các điểm trên 
mặt giới hạn miền đó. 

Đối với các hàm thế Newton loga (1.101), phương trình Poisson có dạng  

'2U πρ−=Δ U                                   (1.109) 

Khi cắt qua ranh giới chứa nguồn thì có một trong các đạo hàm bậc hai của thế loga gián 
đoạn. Khác với thế khối, thế loga không tiến tới không tại vô cùng mà tại đó thế loga có 
những đặc điểm riêng. 

Nhờ có công thức Green mà người ta có thể đưa ra được phương trình biểu diễn thế U tại 
điểm P qua thế Newton và thế của lớp đơn và lớp kép  

Với hai hàm thế vô hướng U và V, công thức Green có dạng sau: 

∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+Δ
SV

dS
n
VUdV)

n
V.

n
U(VU(                                        (1.110) 
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∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

=Δ−Δ
SV

dS)
n
UV

n
VU(dV)UVVU(                                   (1.111) 

1.12 Về thứ nguyên và đơn vị dùng trong giáo trình này   

Trong giáo trình các đơn vị được sử dụng trong hệ SI. Trong hệ này có bốn đơn vị cơ 
bản: Khối lượng (M), độ dài (L), thời gian (T), cường độ dòng điện (I) tương ứng là kg, m, s, 
A. Trong hệ thống này thứ nguyên của một số đại lượng chính được trình bày trong bảng (1.1) 

Bảng 1.1 

Đại lượng vật lý Ký  
hiệu 

Thứ nguyên Đơn vị 

Cường độ điện 
trường 
Cảm ứng từ 
Cường độ từ trường 
Cảm ứng điện 
Mật độ dòng điện 
Mật độ điện tích 
khối 
Độ dẫn điện 
Độ điện thẩm 
Độ từ thẩm 

 
E 
B 
H 
D 
j 
 
ρ 
σ 
εo 

μo

 
MLT-3I-1

MT-2I-1

L-1I 
L-2TI 
L-2I 
 
L-3TI 
M-1L-3T3I2

M-1L-3T4I2

MLT-2I-2

 
V/m 
Tesla(Wb/m) 
A/m 
C/m2

A/m2

 
C/m3

Ω-1m-1

F/m 
H/m 

Trong môn địa từ, từ trước đến nay người ta thường quen sử dụng các đơn vị điện từ 
CGS (CGSE và CGSM), vì vậy việc đưa vào hệ thống đơn vị SI mới có gặp một số chống 
đối nhất định. Lý do là trong hệ điện từ CGS giá trị của các véctơ B và H chỉ khác nhau khi 
chúng được đo trong các vật liệu từ còn trong không khí chúng có cùng một giá trị, vì trong 
hệ đơn vị này μ0 =1 và không có thứ nguyên; do đó mà các nhà địa từ không cần phải quan 
tâm là trong các đài vật lý địa cầu của mình H hay B được đo. Trong địa từ, đơn vị đo là 
gama (γ) với 

1γ = 10-5 Gauss =10-5 Oersted 

Ngược lại trong hệ SI, μ0 là một đại lượng có thứ nguyên và có giá trị bằng 4π.10-7 H/m. 
Trong hệ đơn vị này B và E có vai trò như nhau, vì vậy khi nói về trường từ người ta thường 
nghĩ đến B. Trong hệ đơn vị này đơn vị đo B là Tesla. Sự liên hệ giữa gama (γ) và Tesla là: 

1γ = 10-9 Tesla = NanoTesla (nT). 
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