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Dia tir va tham do tir. NXB Dai hoc quéc gia Ha No1 2006.

Tir khod: Pia tir va tham do tir, Trudong tir, Thé tir, Ham s6 thé, Truong thé.

Tai liéu trong Thu vién dién tir DH Khoa hoc Tw nhién co thé dwogc sir dung cho muc

dich hoc tdp va nghién cuu ca nhan. Nghiém cdm moi hinh thirc sao chép, in dn phuc

vu cac muc dich khac néu khong dwoc sy chap thudn cua nha xuat ban va tac gia.
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Chuong 1
Co so vat ly cua dia tur va tham do tuwr

1.1 Nhirng dinh luat co' ban cia truong tir dirng

C6 thé xem truong tir ciia qua dat 1 truong tir dimg vi phan truong thay doi theo thoi
gian chi chiém mot phan rat nho trong toan bd truong tir cia qua dat. Bién do cua cac bién
thién ngay dém yén tinh khong vugt qué vai chuc nT. Ngoai ra, tan s6 bién thién cua chiing
cling khoang 10~*dén 10" Hertz, cho nén cac trudng tir bién thién ndy ciing anh hudng rat it
den truong di€én cam ung. Vi vay trong da so truong hop nghién clru trudng tir cuia qua dat,
nguoi ta thuong dung cac dinh luat vé truong dung. Cac dinh luat nay 1a cac truong hop riéng
cua cac dinh luat veé truong dién tir, duoc bi€u dién bang cac phuong trinh Maxwell. P61 voi
moi truong cd dd dan, cac phuong trinh Maxwell do1 véi truong tir dimg c6 dang:

rotH = j (1.1)
divH =0 (1.2)
trong d6 H 1a cuong do truong tir (hién nay ngudi ta thuong ding véc to cam tng tir B thay
cho véc to cuong d6 trudong tir H, v6i (B = pou H), j 12 mat do dong dan.
rotB =y, j
divB=0

Phuong trinh (1.1) biéu thi su lién h¢ giira cuong do truong tir va mat o dong tai ciing
mot diém, con (1.2) biéu dién tinh cht lién tuc cia truong tir. Vi vecto H khong c6 ngudn

= 5 -
(divH = 0) nén c6 thé xem no la rot cua vecto A nao do, tic la:

H = rot A (13)
Vi vay phuong trinh (1.1) c6 dang
rot rotA = 3 (1.4)

Néu thay rot rot A bang biéu thirc ctia no, tic la

rot rotA = grad divA —AA
ta thu duoc:

graddivA — AA = ]

trong do A la toan tu Laplace.

Chon A sao cho théa man diéu kién

divA=0



Trong trudng hop d6 ching ta thu dwoc phuong trinh sau d6i véi vecto A

-

AA=—] (1.5)

Vecto A duogc goi la thé vecto. Khi xac dinh dugc A ta s& xac dinh dugec H. S¢ di phai
dua vao thé vécto 1a vi ta khong thé giai truc tiép phuong trinh (1.1) dugc, nhung ngugc lai,
lai c6 thé giai dwgc phuong trinh (1.5). Phuong phap giai phuong trinh nay duoc trinh bay
trong cac gido trinh vé cic phuong trinh vat 1y toan.

Nghiém ctia phuong trinh (1.5) c6 dang:

r r 2 - r 2 M
trong do r 1a khoang cach tir yéu t6 thé tich dv voi mat do dong j chay qua dén di€ém can tinh
thé vécto.
Tir phuong trinh nay bang cach tinh rot (1iy vi phan) theo cac toa do ctia diém P, diém
ma tai do can khao sat thé vécto A, ta thu duoc:
N
- > 1 j 1 ¢l 2
H=rot A :—J.rotp Ty :—J‘—rotp jdv -
L1 r dmsr

1 ¢~ 1
——|[jgrad_ —]dv
4RI[Jg , r]

Vi gid tri cua vécto j khong phu thudc vao diém P, nén:

rot J=0.
Ngoai ra:
T
grad 0T 3
Vivay,
s 1 L]
H=— dv. 1.6
47 i r’ (1.6)
hodc viét cong thirc trén d6i v6i biéu thire cia B
B = MHo I [J,3r] dv
4 5 ot

Biéu thirc nay dugc goi 1a dinh ludt Biot-Savart -Laplace du6i dang tich phan.

Ly tich phéan hai vé ctia phuong trinh (1.1) theo mot mat S nao do, ta thu dugc:



[ (otH ds)=] (] as)

S N

Str dung cong thire Stokes ta co

§ (H dl)=1 (1.7)
trong d6 I 1a cudng d6 dong dién chay qua mit, con tich phan ¢ vé trai phai tinh theo duong
bao quanh mat do.

Cac phuong trinh (1.6) va (1.7) ching to rang, trong moi trudng c6 do tir tham bang don
vi, trudng tir chi ¢6 thé ton tai khi c6 dong dién dan, hodc khi ¢ dong dbi luu twong duong
vO1 mat do bang
3 =evn
trong d6 e 13 dién tich cua hat mang dién (dién tir, i6n), vV 13 van toc chuyén dong va n 1a sd
hat trong mot don vi thé tich.
Trong phan méi trudng khong c6 dong, cac phuong trinh Maxwell c6 dang sau day:
rotH=0 (1.8)
divH = 0 (1.9)

Trong trudng hop nay vécto H c6 thé duoc biéu dién dudi dang gradient cua mot ham vo
hudéng U nao do, vi rotgradU = 0, nén phuong trinh (1.8) thoa man. Vi vay, néu dat:
H=—grad U(x,y,z)
va cha y dén phuong trinh (1.9) ta c6:
divgrad U=AU =0 (1.10)

Ham s U duoc goi 1a ham sé thé tlr, théa min phuong trinh Laplace. Pé tim ham sd
do ta can phai giai phuong trinh (1.10). B¢ giai dugc phuong trinh nay, can phai biét duge
cac diéu kién bién, tirc 1a biét sy phan bd ctia ham U hodc 1a dao ham ctia n6 theo phép
tuyén doi voi mot mat nao do.

Trong khi khdo sat cac hién tugng lién hé vaoi su chuyén dong cua cac hat mang dién
trong truong tur, ta can phai b6 sung thém mét phwong trinh nita vao trong cac phuong trinh
miéu ta day du trang thai cia truong tur. D6 1a phuong trinh Lorentz.
F=e¢E+¢[v,H] (1.11)
trong d6 F 1a luc tic dung 1én dién tich e chuyén dong v&i van téc v trong dién tir truong E
va H.
1.2 Trudng tir cia m@t vong day khép kin

Khi khao sat nhiéu van dé trong 1y thuyét truong tir ctia qua dat nguoi ta thuong gip phai

truong tr cua mot nam chadm co ban (ludng cuc tir) hodc vong day co ban tuong duong véi
chuing.



Hiéu biét cac qui luat vé truong tir cia cac mod hinh d6 hét sitc quan trong. Cac qui luat
nay dugc suy ra tir cac phuong trinh cta truong tur.

Pau tién ching ta s& khao sat trudng tir ciia mot vong diy c6 hinh dang bt ky. O day
vong day chinh 1a mot day dan khép kin ma tiét dién ngang cua soi diy vo cliing nho, dong
dién chay qua vong ddy d6 c6 d6 16n hitu han 1. C6 thé tinh trudng tir cia vong diy nay tir
dinh luat Biot-Savart- Laplace. Trong truong hop nay, dinh ludt d6 duoc biéu dién dudi dang:

ST [dlr]
H=—7¢ =21
4n§ r’

hoic

Sl [dlr]
B=—"t-§ S

4n
vi Edv =1dI, trong d6 dl 1a yéu t6 d¢ dai cua vong day. Thanh phan cta véc to H theo truc x
s€ la:

Ty

I r
H =—¢ (*dy——-dz). 1.12
= crdy-Fdr) (1.12)

Neéu goi toa do cua diém dat vécto P (di€m can xac dinh céac gié tri cia H hodac B) la x;,
V1, Z1 , con toa do cua yéu to dl 1a x, y, z, thi

r,=y, -y, I,=2,-Z. (1.13)

Pua vao vécto phu L véi cac thanh phan bang:

rz ry
y r—3, LZ :—r—3. (114)

=
I

=
=
I

Céc biéu thirc nay cho théy 1a hudng cua véc to L hoan toan duogc xac dinh boi toa do
cua di€m P va yéu t0 dl. Trong truong hop d6 c6 thé viét cong thire (1.12) dudi dang

1 -> —>
H =—¢([L, dl).
e [
Ap dung dinh 1y Stokes vé bién d6i tich phan duong thanh tich phan mit ta co:

H. =ij(rotfﬁ). (1.15)
dm

Tich phan 13y trén toan mit bi vong day bao quanh, dong thoi dang va cac kich thude cua
mat cé thé tuy y.

Huéng cua phap tuyén dbi véi yéu té mat dS phu thude vao hudng cia yéu to vong day
dl (ttrc 1a hudng cua dong).

Theo cong thirc vé tich vo hudng ta co:

(rotl:d_i): rot, LdS, +rot LdS, +rot,LdS,



Thay cac thanh phan cua rot theo cac cong thire vé giai tich véc to, con cac thanh phan
cua yéu t6 mat qua céac cos cua goc tao bdi phap tuyen va céc truc toa do, chung ta co:

- 8L
(rotLdl) = [(aLZ oL,
y
oL
+(—2 —%) cos(n,z)] (1.16)
ox 0Oy
2 ) oL
Hon nfira, str dung cac biéu thirc (1.13) va (1.14) , tim cac dao ham rién : 5 Y
v4

dat chiing vao trong phuong trinh (1.16), ta thu duoc

0

(rotid_é) =— cos(n,x) + d cos(n,y) +
X1 X2 X1
()
+ 7 cos(n, 2)]dS
0z

Céc cos cua cac gia tri tao boi phap myén n cua yéu t6 mat dS vdi cac truc toa do 1a cac
dao ham theo phap tuyén cuia cac toa d) twong ing. Vi vay bi€u thire trén c6 dang:

o e Bw A
(rotLdS) = — RS P SIS DAL TS

8x1[ 0x dn Oy dn 0z dn

hoidc

366
(rotLdS) = |~/ lds

X, | dn

Vi vay néu trong (1.15) thay tich v6 hudng cua rot L véi yéu td mit dS qua cac dao ham
thi ching ta thu duogc:
o )
SRS A O
4n 0x, Y dn

Tuong tu ta tim duoc cac thanh phan Hy va Hy:



{0
1a J' EASPEN
© 4ndz,” dn

Tu do:

g _— T
H = —ngadJ‘KdS = gradj—cos(n r)

Biéu thirc d—zs cos (n,r) chinh 14 yéu t& goc dic dQ nhin tir diém P xudng dS, do dé:
r

H = —grad 22 (1.17)
4

trong d6 Q 1a goc ddc nhin tir diém P xudng vong day. Vi vay 1 1a thé tir cua vong day
C
kin. Nhu vay thé tir ciia vong ddy bang:
1Q

U=— 1.18
47 ( )

1.3 Trwong tir cia vong day co ban va cua lwomg cuc tir

Néu vong day dai khép kin la vong déy co ban voi dién tich v cung be, thi twong ng
v6i cong thie (1.18), the tir dU cia n6 dugce bicu dién bang phuong trinh:

1dS
dU = cos(n,1),
4mr? (n,1)

hodc dudi dang vécto

(dS, 1)

3

dUu=1-">2 (1.19)

4mr

Thé tir ctia mot ludng cuc tir tudng twong ciing c6 dang hoan toan nhu vay. Ludng cuc tir

gom hai tur tich diém m c6 dau khac nhau va nam cach nhau mot khoang bé dl. (Cho dén nay

nguoi ta chua tim ra dugc tur tich, nhung ngudi ta c6 thé tudng tuong cd tur tich). Trong
truong hop nay su dung dinh luat Coulomb, chling ta co6:

LT M
4mr? 4mr’

(1.20)

Tich mdI duoc goi 1a momen tur. Pay 1a mot vécto c6 hudng trung véi hudng dl va c6
tri s6 bang tich ctia khoi tir m véi khoang cach gitra céc tur tich, tic la:

mdl =

So sanh (1.19) véi (1.20), ta thay rang, ching s& dong nhét v6i nhau, néu nhu dat:



1dS =m dl (121

Tic 1a thay dong co ban bang ludng cuc tir véi momen tir bang 1dS. Vi vay tuong tu, dai

—
luong I dS duoc goi 1a mémen tur ctia dong co ban. Nhu vay, c¢6 thé ndi rang moémen tr cua
dong co ban 1a vécto ¢ tri s6 bang tich cia cuong do dong véi dién tich cua vong day va co
hudng trung v4i phap tuyen cua mat bao boi vong day dS, dieu do co nghia la:

-

P =1dS

Vi hudng phap tuyén bét ky, nén ching ta quy udc lay huéng duong la hudng cua phap
tuyén tring véi huéng chuyén dong tinh tién cta cai van nit chai, néu nhu né quay theo
hudng cua dong.

Nhu vay, thé tir do vong day co ban gay ra, va do d6 cuong do tir trudng ty 16 véi momen
tr cia vong day:

U BuD _, @)

3 m 3
4mr ( )4an3 e (1.22)
n,r)r n
H=-grad—»*=—2o0 "~~~ ——
8 47tr3 4n[ r’ r3}

trong d6 n 1a vécto don vi ¢6 hudng trung véi huéng cia  modmen tur.

Vi vay khai niém vé mémen tir, trong khi khao sat trudng tir ctia dong dién, ciing dong
vai tro nhu khai niém tir tich trong truong hop ciia nam cham khong d6i. Néu mé rong khai
niém d6 ddi véi vong day c6 kich thudc hiru han, thi ta c6 thé ching minh ring cudng do
truong tir cia vong day hiru han cling ty 1€ véi tich cua cuong dd dong dién véi dién tich cta
vong day.

Céc cong thie (1.20) va (1.21) cho phép thay thé cac dong co ban bang cac ludng cuc tir,
trong khi tinh toan thé tir ciia cac vong day c6 dong dién chay qua.

1.4 Trwong tir cia mot vong day tron

Dé tim thé tir ctia mot vong ddy tron co ban kinh R, can phai tinh goc dic Q nhu 1a
ham so cua toa d¢ dieém P (Hinh 1.1)

C

Hinh 1.1

Truong tr cua vong day tron



Néu nhén truc cuc 1a truc cia vong day Ox, va do tinh ddi xung cua truong tu ddi véi
truc do, nén the tr tai di€m P chi phu thudc vao cac toadd 6 var, tcla (Hinh 1.1):

Q=1(r,0)

Tu ly thuyét cac ham sb cau ta biét ré’mg, moi ham sb cua toa do r va 0, thoa min phuong
trinh Laplace c6 thé dugc khai trién thanh chudi cadc ham Iy thira ctia r theo mot trong nhiing
cong thirc sau:

Q= i A 1"P_(cos 0),
n=0
(1.23)
©» B P (cos 0
Q = z—:0 . III,EH )’

trong d6 P, (cos ) 1a da thirc Legendre, A, va B, 1a cic hé s6 hang s khong phu thudce vao
cac toa do cua diém P.

Pa thirc Legendre 1a cac ham dai so ctia cos® bac n va la cac hé so cua x trong khai trién
biéu thic.

o(a)= [1 + (Oc2 —2a.cos 9)]7% :

tuc la:
23 a1
o(a)=1+acosb+a (ECOS 9—5)
+0c3(§cos3 6—30056)
2 2
=Zoc“Pn(cose)
n=0
Do d6

P,(cos0)=1,
P,(cos0)=cos0

P, (cos 6) :%cos2 8—% (1.24)

P3(cose):§cos3 6—%cos@ VA V.v...

Nhu d biét, da thirc Legendre c6 mot s tinh chat co ban nhu sau:

1- Néu bién s ctia da thirc cos0 thay d6i diu, thi cac da thirc bac chéan s& khong thay doi,
con cac da thirc bac 1¢ thay doi dau.

2- Pao ham cia da thic Legendre theo cos® duoc biéu dién bang cong thirc:

dPn(cose)_ n P

= 0)- oP 0 1.25
d(cose) sin? 0 (COS ) eo8 H(COS )] ( )

n-1
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C6 thé tht lai tinh chat ndy bang cach vi phan cac biéu thic (1.24).
3- Khi cos® = 1, tit ca cac da thirc déu bang don vi, tirc 1a P, (1) = 1
4 - Khi cos = 0, cac da thirc 1é bang khong, con cac da thirc chin bang:

P, (0)= (1) 22200 (1.26

Trén co so cac tinh chit nay ta chuyén sang tim biéu thirc cua goc dic Q, tire 1a tim cac
hé s0 A, va B, trong cac phuong trinh (1.23).

bé tim cac h¢ s6 A, hodc B,, chi can khai trién Q cho mét trudong hop riéng, roi so sanh

cac hé so cua khai trién nay vdi cac hé s6 A, va B, ciia cing mdt ham so " hoac Néu

n+l °

r
léy diém Py nam trén truc toa do, thi ta dé dang tim dugc goc dac 2 ma tir P; nhin Xuéng
vong day.
That vay tir P; v€ mat cAu c6 ban kinh P,C=p, ching ta co:
ds K .
Q, = —I —-cos(n,p) =-27 Icos(n,p)sm odo
p q):(]
= —2ncos(n,p)(1—cos a)

trong d6 a la goc OP;C, con cos(n,p) cé gia tri hodc +1 hodc -1, phu thudc vao hudng cua
dong & trong vong ddy. Gia st rang, dong hudng theo chidu kim dong hd, va néu nhu ta nhin
vao no tur géc toa do, thi

cos(n,p) =1,

con:

PeCOSY +T PoCOSY +T

cos oL = =
P \/p§+r2—2p0rcos(n—\u)

trong d6 v = 0,0C.

Gid st rang r < p, va dem p, ra khoi dau can, ta co:

cosa = (cos\y + i){1 + (L)2 — 2LCOS(Tc - \V)} :

o o p()

Khai trién biéu thirc & trong ngodc thir hai theo da thirc Legendre, lac d6 ta co:

COS 0L = COS \pi (L)rl P [cos(m — )]

n=0 0
I ~», I _,
+— 2 (—)"P,[cos(m— )]
p() n=0 pO

10
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bat gia tri cua cosa vao trong biiéu thuc cua Qp;, sau mét vai bién doi don gian ta thu
duoc:

Q, =-2n{l—cos y —cos y Y (—)" P, [cos(m — )]

n=1 0

+p—2( P, [cos(m—y)l}

Biéu thic nim dudi diu tong trong ngodc vudng, theo tinh chit cua céc da thirc
Legendre (1.25), c6 thé dugc thay thé bang dao ham cta da thuc.

Vi vay,

Q =—27‘E{1 cos\y —sin \VZ » dP, feos(m = W)]} (1.27)

o N po dcos(m— )

Véi cac diém nam trén truc cta vong day, 6 = 0, va do do, biéu thirc cua goc dic (1.23)
thanh mot trong cac dang sau:

Q:—ZAnr“ , néu r<p, (1.28)

va

Q0= (1.29)

trong d6 p, 1a khoang cach tir gbc toa dd dén vong day.
So sanh biéu thirc (1.28) véi biéu thirc (1.27), ta tim duoc:
1 dP_ [cos(m— \p)]

A =1l-cosy, A
n  dcos(m—y) ph

=sin’¢p—

n

Do d6, thé cta vong day tron tai mot diém bat ky cua khong gian théa mén diéu kién:
r<p,va 0<mn/2, cod dang sau:
QI  2nl

U=——=—-{-cos
47 475{ v

., (1.30)
—sin’> y>. —(—)"P,(cos6)
n=l1 n po

dP, [cos(n — )]
dcos(m— )

}
Véi diém ndm bén trai géc toa do (6 > n/2), biéu thirc cta thé co dang:

U:—E{l—cosw—

sty ( J P, (cos0) P2 (c05V),

dcosy

(1.31)

Cac thanh phﬁn cua cuong do truong tir theo truc x va truc y duoc xac dinh tur biéu thuc:
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oU 2xlsin’y &

r ,
H =-—= (—)""'P, (cos y)
0x 4t p, ; Po

in?

S .
x[cos OP, (cos 0) + P (cos 0)]

H =- U _ 2nly sin” WZ( )" P (cos@)[P, cos0)
ay 4n po n=1 Po

050 b c0s0)]

(1.32)

trong d6 P,'(cos®) va P,'(cosy)biéu thi cic dao ham theo cosO va cosq. Hon nita, néu thay

biéu thirc trong dau ngodc vudng theo cong thirc (1.25), ta thu duoc biéu thic cia Hy, nhu
sau:

c 2 ©
H, = 2E80 Y sh (L)t (cos )P, | (cos 6)
dnp, " P

Chu y dén cac cong thirc Legendre va thay siny va cosy theo cac gid tri cta chiing
qua x, =00,,p,, ta co:

2
H, = 2RIR3 [1+ 3X2° rcos0
4mp, Po
2
+E4X°—Rr (3cos’0—1)
4 po
(1.33)
+§x0(2x - —3R7) r’(5cos’ 0 —3cos0)
4 Po
4 2p 2 4 4
15 (8x, 12X0§ +Rr (35c0s* 0 —15co0s” 0+ 3)]
64 Po
3nIR?
H, :n—foy[ljtiz(zxg —3R?*)cosH
4np, Po
(1.34)
51°

S (X 3R]

Véi cac diém nam trén truc y (0 = 90° va r =y), cic cong thirc ciia Hy va Hy véi do
chinh xdc dén cac s6 hang bon, c6 dang:
R’ 3

[1+—y—(
4npo 4 pO

H, =2nl —-4x7)
) (1.35)
By T (R —12RxZ +8x3)

04 po

12
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RX

H, =3n—01-2 (3R> —4x
4n po 890( 0) (1.36)
—EY—(SR‘* ~20R*x} +8x; )]
64 p0

Tai goc toa do, ( diém 0 ):
2nIR * _ p,
dnp 5 2mpy
H,=0 v6i ppn=nIR”.
Pay 1a két qua ma trong gido trinh vat 1y so cap da trinh bay.

H =

X

Vi trj s cuong do truong, khong phu thudc vao viée chon géc toa do, nén dé cho thuan
tién trong khi str dung, thuc t€ nguoi ta dung cac cong thirc (1.35) va (1.36). Trong cac cong
thirc nay, goc toa do trung vadi hinh chiéu cua diém can khao sat Ién tryc cia vong day tron.

1.5 Truwong tir cia vong diy Helmholtz
Hai vong day co duong kinh gidng nhau, ndm cach nhau mot khoang bang ban kinh R
cua ching, véi tam ndm trén truc chung OO' dugc goi la vong Helmholtz.

Dic diém cua cac vong diy nay 13 sy déng nhét cta trudng tir trong phan tim cua chiing.
Vi vay vong Helmholtz dugc stir dung rong rai trong thuc té do tir, nhu 1a mot ngudn trudng tir
ddng nhét.

Hinh 1.2

Vong day Helmhollz

Pé tim cuong dg trudng tir cua cac vong day do, nguoi ta dung cac cong thue (1.31) va
(1.32) va dat goc toa do nam trén duong ndi cac tdm cua cac vong day ddng thoi cho khoang
cach gitra cac vong ddy bat ky va bang 2d (Hinh 1.2).

Vi v6i hai vong day thi r, 0 va po 1a dong nhat, con y khac nhau mot goc 180°, nén:
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b, — 2Hosin’v s ( 1P, (cos 0){P. (cos ) +
4Tcp0 n=1

+ P, [cos(n — )]}
Theo tinh chit cua da thirc Legendre:
P'yn(cosy) = =P, [cos(m—y)],

P'yp-1(cosy) = P'yyq[cos (mT—wy)].
Vi vay céc ) hang chira cac dao ham bac chan sé bj triét tiéu, con sb hang chura bac 1¢
thi lai dugc tdng 1én gap doi, do do:

Anlesin 2 . : . .
H,=— T Z( )" P, (cos B)P,, (cos y) Gibi han dén céc sb hang
P o n=1

béac bén ching ta co:

2

[1 + P . (cosy)P,(cos0)
4mp, Po

H — 4nlwsin® y

(1.37)

4
+ r_4 P, (cos )P, (cos 0)]

0

Tuong tu, ta thu dugc:

4nl (osm U}
—{—P (cosy)[P;(cos0)
4np, Po

cos@

P;(c s9)]+iP5(cosw)[P5(cose) (1.38)
p

0

cos0 .
- "}

P, (cos0)]+

Chon gbc y sao cho s6 hang thi hai trong (1.37) bang khong, mudn vy can sao cho:

P, (cosy) =0, hodc %cos2 w—%=0

T d6
2
COS = —
v=3
Vi
d? R
2 A
CcoS =—, nén d=—
PR 2

Do d6 khi dat hai vong ddy ndm cach nhau mot khoang bang R, thi sb hang thir hai trong
khai trién ctia H bang khong. Vi vay tai cac diém ndm cach tam mot khoang r nhé so véi nira
khoang céach giira cdc vong day, thanh phan truong doc theo truc OO' gidong nhau, tic la voi

14
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d6 chinh xac dén s6 hang bac bon truong tir tai phan tim ctia vong diy dugc xem nhu 1a dong
nhat.

Uu diém cua hé thdng tao truong tir ndy so v6i x6léndit (trudng tir tai phan tim cua
x0lénodit cling d(‘)ng nhit) 1 ngudi quan sat c6 thé cham dén dwoc khong gian c6 ton tai
truong dong nhit. Khong gian c6 truong ddng nhat khong bj mot thiét bi nao choan chd va vi
vy c6 thé dat vao trong d6 cac miu vat hodc cac dung cu bat ky, mién l1a kich thudc cia
chung khong vugt qua kich thudc ciia vong day.

Nhuoc diém cua vong Helmholtz so voi x61éndit 1a khong thé tao dugc truong tir manh.

Trong thyc té vong Helmholtz gdm ¢ hai hé vong day co tiét dién ngang 1a hinh chir
nhat dugc sap dat sao cho truong tir & phan tam la truong dong nhat. Trong truong hop nay dé
tinh duoc tur truong do vong Helmholtz tao ra, nguoi ta phai ké dén cac so hang hi¢u chinh
cho su hiru han cua tiét dién ngang cta vong day.

1.6 Thé tir ciia vat thé bi tir hoa

C6 thé xem vat thé bi ttr hda nhu 1a bao gdm vo6 s6 cac nam cham co ban, hay la vo so cac
ludng cuc tur, vdi the tir dU dugce bi€u dién bang cong thure:

(dP, 1)

3

dU =
4nr

trong do df)m 14 momen tir ctia ludng cuc. Co thé thay thé df)m = Jdv, trong d6 dv 1a yéu t6
thé tich. Khi do:

qu=-0 4
4nr
hoidc
dU = —L(jgrad —jdV
47 r

Hinh 1.3
Thé tir cta vat thé bi tir hoa
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Do d6, thé tir U do toan vat thé giy ra tai diém P (Hinh 1.3) s& 1a:

U =—ij(3grad1)dv (1.39)
4r r

. . | . A
Trong truong hop nay tich phan lay theo toan vat the, con grad — lai tinh theo cac toa do
r

ciia P. Nhu da biét:
grad, 1 = —grad,, 1
r r

nén biéu thire (1.39) c6 dang:
1 ¢~ 1
U=_- [ (Tgrad, v (1.40)

Str dung cong thic gidi tich vécto vao trong (1.40), ta thu dugc:

U= [div] < |av—— [ 22
4r r 47 r

dv

Bién d6i tich phan thtr nhat thanh tich phan mat theo cong thirc Ostrogradski-Gauss, cong
thirc trén s€ tré thanh dang:

U=+ jﬁ—jﬂdv (1.41)
dm(g 1 v T
Tich phan thtr nhét tinh theo mit S, con tich phan thir hai liy theo toan thé tich V.

Biéu thire (1.41) hoan toan tuong ty voi biéu thirc thé cua cac dién tich phan bd trén mat
véi mat d§ o va ¢ trong voi mat do p; néu nhu chung ta gia thi€t rang ¢ trén mat, cac tur tinh
4o phan bo v4i1 mat do

c=J,, (1.42)
va & trong, phan bd theo mat do khdi
p =—div] (1.43)

Biéu thuc (1.41) dung cho tit ca cac diém cia khong gian: & trong ciing nhu ¢ ngoai vat
the.

Néu trong phuong trinh (1.40) vécto J khong doi, tirc 1a c6 thé xem vat bi tir hoa dong
nhat, thi phuong trinh d6 s€ chuyén thanh dang sau:

1 - 1
U=——(] rad —dv
47‘C( J.g Pr )

Vi phép tinh grad duoc tinh theo toa d¢ cua diém P, con tich phan lai dugc tinh theo toa
dd cua diém Q, nén ta co6 thé thay doi thir tu tinh todn cta chiing.

16
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u=--Lq gradjd—v) (1.44)
4 r
Néu goi V= J.ﬂ , thi ta thu dugc biéu thuc cta thé tir dudi dang don gian:
r

U=-— JTgradv (1.45)
4n

trong do6 V co thé duoc xem nhu 13 thé trong luc (hép dan) cta vat thé c6 mat do béng don vi.

Nhu vy thé tir ciia mot vat thé bi tir hoa déng nhét véi ddu nguoc lai bfmg tich v hudng
cua do tir hoa T voi gradient cta thé trong luc cia vat thé nhiém tir, néu xem mat do cta nod
bang don vi. Cong thirc (1.45) duoc goi 1a cong thire Poisson.

Theo cong thiic nay, ta c6 thé tim dugc thé tir cta cac vat thé bj tir hoa d@)ng nhét, c6 mat
d6 khong doi, qua thé trong luc cta chinh vat the do.

Ngoai ra, khi vat thé bi tir hoa d@)ng nhét, thi tir phuong trinh (1.41), ta thu dugc:

1 J,
U:E! =d

divi =0,
Dé tim thé tir theo cong thirc (1.46) can phai biét su phan bd mit cta thanh phan phap
tuyén ctia vécto tir hoa. Tuy thudc vao dang cua vat thé, khi tim thé tir ciia chung nguoi ta
dung, hodc cong thirc (1.45) hodc (1.46). Vi du vai hinh cau, elipxoit, ngudi ta thuong dung

cong thure (1.45), vi thé trong lyc cua chung da dugce biét trude, nguoc lai voi cac vat thé hinh
lang tru, hinh try, tt hon hét dé tim thé tir ctia ching, nguoi ta sir dung cong thire (1.46).

(1.46)

vi

Pé minh hoa, ta hay xét mot s6 thi du vé tir truong cuia hinh cAu, hinh tru va cta élipxoit.
1.7 Thé tir ciia qua cdu bi tir héa dong nhat

Thé trong luc V do qua cau c6 mat dé khdi lugng bang don vi giy ra tai diém ngoai P
cach tam qua cau mdt khoang R c6 dang

\
V=—
R
trong d6 v 1a thé tich cua hinh cau.

Vi véy, thé tir ctia qua cau bi tir hoa déng nhit tai ciing diém d6 c6 dang:

JR
uo1,0B
4 R

hoiac
Ul MR)
4t R°

Nhu vay 13 thé tir cia qua ciu bi tir hoa ddng nhét & tai khong gian ngoai twong dwong
v6i theé cia mot ludng cuc.
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Dé tim thé tir tai diém trong hinh cau cach tam mot khoang R, v& mit cau ban kinh R, dé
chia hinh cau d6 ra thanh hai phan.

Thé tir U tai diém nim trén mit cau bang tong cua thé U; do hinh cau ban kinh R,
gay ra va thé U, do 16p cau gay ra.

Nhu vay, thé U; duoc biéu dién bang phuong trinh:

4 R} >
=—n LR,
34 R, 34n 3

Thé trong luc & trong 16p cau 13 mot dai luong khong d6i va gradient bang khéng, vi viy.

U, =0

Do d6 thé & trong hinh cau:

U=U, =1(IR),
3
Tir d6 cudng do tir trudng O trong hinh cau:
H:—gradU:—éJ (1.47)
va
- J
B=-u, E

Do d6, H ty 18 v6i do tir hoaJ va co hudng nguge voi huéng cuaJ . Hé sb ty 18:

N:l

3 (1.48)

duoc goi la hé s6 khtr tir ciia vat hinh cau.
1.8 Thé tir ciia hinh tru bi tir héa dong nhat

Néu gia thiét réng hinh tru bi tir hoa déng nhét doc theo truc cta no, thi trén cac mit day
thanh phin phap tuyén J, ciia vécto tir hoa J ddng nhit va bang chinh vectoJ. Vi viy dé
thuan tién cho viéc tim the tr, ta st dung phuong trinh (1.46). Tai diém ngoai P phuong trinh
do6 co dang:

y_dds_ 1 pds

T 4n , 4mn°r,
Trong d6 tich phan dau liy theo mit ddy th nhat, tich phan sau liy theo mat day thi hai.

Trong truong hop téng quat, tirc 1a d6i véi mot diém bat ky cia khong gian, tich phan
khong thé tinh duge dudi dang cac ham s6 don gian, vi vay ta chi gidi han khao sat the tai cac
diém nam trén tryc cua hinh try. Gid st ban kinh tru bang a, d¢ dai | va khoang céch tur diém

18
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P dén mat S; gan nhit bang R, lac d6, néu goi p 1a khoang cach tir yéu té mat dS dén tam 0,
thi thé tir cia mat day thir nhat sé la:

2ma
U =2 [[-pd%dp_ =1J(\/R2+a2—R)
47'[00 /R2+p 2

‘ Biéu thuc thé tir do mat day thur hai gdy ra cling c6 dang tuong tu, trong d6 R dugc thay
bang R + 1. Vi viy thé tai diém nam ngoai dugc tinh bang cong thirc:

U:%J[\/Rz +a? —J(R+1) +a’ +1J (1.49)

Tai diém trong P, rd rang 14 thé tir dugc biéu dién bang cong thirc:

U, :%J[\/Rz +a’ +4/(1+R) +a? —2R] (1.50)

1.9 Thé tir ciia elipxdit (ellipsoid)

Ta tim thé tir cia elipxdit theo 1y thuyét Poisson, vi thé trong lyc ctia nd tai diém ngoai P,
véi toa dd x, y, z da tinh dugce va dugc bicu dién theo cong thire sau:

V_nabcj . x> y 7 do
1 a’+0 b>+0 ¢’ +0)/o(0)

trong d6 a, b, ¢ 1a cac ban truc cua elipxoit,
¢ (0)=(a’+0) (b>+6) (¢’ +0),
con 1 la nghiém cia phuong trinh:

2 2 2
X y z

+ + =1 1.51
a’+mn b +m  c’+n (1.51)

Pau tién ching ta tim thé tur trén mat elipxdit. Trong truong hop nay, nghiém cua phuong
trinh (1.51) n =0, vi vay thé trong lyc s€ la

2 2
y z do
= —mabc +
I(a 40 b 40 o +9J4/(p19) ¢

C6 thé viét lai biéu thirc nay dudi dang
V= —%[Lx2+My2 +Nz°]+¢

trong @6 L, M, N va ¢ 1a cc dai lwong khong d6i dugc biéu dién qua cac tich phén eliptic.

L= 21tabcof do

2 (a2 +0)J0(0)
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(1.52)
Do d6 thé tir trén mit elipxdit s& c6 dang:

1
U=4—(JXLX +J,My+J,Nz) (1.53)
T
Trong d6 céc tich sé Lx, My, Nz 1a cac thanh phan cua luc hap dan do elipxdit gy ra.

Thé tir cua elipxdit tai diém nam ngoai theo dinh 1y Poisson ciing ¢ dang:

1
U:E(fox +I,f, +1.1,)
trong do f,f ,f, cing la cac thanh phan cta thé hap dan tai diém ngoai P. DPé tim cac luc

nay qua diém P, ta v& elipxoit khac c6 cung céc tiéu diém vai elipxoit cho trude, véi cung mat
dd nhu mat dg cua elipxoit cho trudc, theo dinh luat Maclorain, lyc hap dan cua cac elipxoit,
ty 1¢ véi cac thé tich cua ching, tic la:

f,' £, ' abg,
f f f abc

trong do a;, by, ¢ 1a cac ban tryc va ', £, f,' 1a cac thanh phﬁn cua luc hép dan cua elipxoit
duoc vé thém.

Vi diém P nam trén mit elipxoit duoc v& thém nén twong ng vai cong thirc (1.53)
f'.=Lix; f',=Myyva f',=N;z

Trong d6 L;, M; va N; la céac dai lugng kh(}ng ddi, duoc xac dinh bfing cac cong thic
(1.52) ma trong d6 cac ban truc a, b, ¢ dugc thay bang cac ban truc aj, by, ¢,

Do doé:

£ = abc Lx,
alblcl

£, = abc M.y,
a]blcl

£ = abc N
ab

Tu do

20
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U——JLX+JM +J,N,z 1.54
¢ 4nablcl[ 1Y ] (1.54)

Do tinh chat cua elipx6it dugc v€ thém, cac ban truc a;, by, ¢; dugc xac dinh tr cac di€u
kién sau:

Diéu kién tht nhat:
aj b} =a’—b’ =q;
(1.55)
a ¢l =a’ ¢’ =
Piéu kién thu hai:
2 2 2
L A S (1.56)

aj by ¢
Céc phuong trinh nay dugc dung dé tim cac ban truc aj, by, ¢; do.
1.10 Cac dao ham ciia thé tir va swr lién hé giira chiing

Cuong do cuc dai cta trudng tir theo hudng thang goc v6i mit dang thé di qua diém cho
trudce 1ién hé voi the tor U bang bicu thuc:

H = —gradU
B =—p, gradU (1.57)

Dbi v6i truong tir di thuong, cudng do nay duoc biéu dién qua T,. N6 thay ddi tir diém
nay qua diém khac khong nhimg theo modun ma con theo huéng, hudng nay trang voi huéng
duong sirc cua trudng tir. Trong tinh toan, dé cho thuan tién, nguol ta dung cac thanh phan
ctia vécto do trong hé thdng toa do cho trudc. Trong trudng hop tong quat cuong do truong tir
theo hudng cta vécto don vi A bang

B, =, = =T,%=T, cos(T,.%). (1.58)

Trong tham do tur, cac hé théng toa d§ khac nhau duogc st dung. Trong h¢ théng toa do
vuong goc, truc Oz thong thuong hudng xuong dudi, truc Ox cd hudng trung véi kinh d6 dia
tur, con truc Oy hudng vé phia phai cua truc Ox. Trong hé thong toa do do:

H() = T() COS I() Z() = T() sin I() (159)
trong do6 Iy 1a goc tir khuynh binh thuong

Trong dia tir, nguoi ta dung hé thong toa do dia 1y voi truc Ox tring véi kinh tuyén
hudng 1én phia bac. Cac thanh phan cia cuong do truong dia tir binh thuong X, Y,, Zo trong
hé thong toa do d6 (gia thiét rang i = Iy, & = Do) sé 1a:

Xo=Hgycos Dy =Ty cos Iycos Dy
Yo=Hosin Dy = Tycos Iysin Dy (1.60)
Z() = T() sin I()-



22

Trén hinh 1.4 nguoi ta biéu dién cac thanh phan cta truong tir dia phuong trong hé thong
toa do ke trén. Trong truong hgp nay dé cho don gian nguoi ta cho:

R,=H,, R,=R,, R, =Y, R, =X,

Céc gia tri di thuong cua trudng tir thu duoc bang cach 13y hiéu giita gia tri do duogc cua
truong véi gia tri truong binh thuong.

Céc biéu thuc tuong tu dbi véi cac thanh phén cuong dg truong tur trong hé toa do dia
phuong c6 thé thu dugc tir cac biéu thie (1.60) ma trong d6 thay cho gbc D ngudi ta ding goc
0 phuong vi tir cia truc Ox. HE toa do nay rat thuan loi dé khao sat cac di thuong tir hai chiéu.
Trong trudng hop d6 truc Ox duoc dit tring véi phuong thang goc véi dudng phuong cia di
thudng. Thanh phan H, tring véi thanh phan trén truc Ox, con thanh phan theo truc Oy bang
khong. Hinh chiéu cua vécto Ty trén mit phang xOz duge xac dinh bang goc i, goc nay lién hé
v6i d6 tir khuynh Iy va phuong vi tir ctia tuyén & bang cong thirc sau:

¢)
R, Ry
(0]
i Ry y
R,
TO
VA
Hinh 1.4

Céc thanh phan truong dia phuong

ctgi = ctgl, cosd (1.61)

Céac tir ké hién dai c6 do chinh xac cao do duge hodc hidu sb AT gitra gia tri cia moédun

T tai diém cho trude va tai diém, duoc goi la diém tua (khi do tir hang khong, trén tuyén tua),

hodc mddun T tai mdi diém quan sat. Trong truong hop sau ngudi ta thu dugc gia tri AT khi

tu chinh cac két qua do dugc. Trong thim do tir nguoi ta thudng nghién ciru cac di thudng tir.

Dj thuong nay dugc ky hiéu bang (AT).. Gia tri nay dugc xac dinh tir tam giac cac vécto
(Hinh 1.5)

(AT).= | Td-|TJ (1.62)

Trong tam gidc nay:

22
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T, = T2 + T2 +2T,T, cosy

trong d6 v 14 goc giita hudng trudng dia tir binh thuong va T,. Néu dit gia tri Ty ndy vao trong
biéu thirc (1.62) va cho T, ra khoi dau ngodc, ta c6 (Hinh 1.5):

(AT), =T, [\/1 (T, /T,)? + 2(T, /T, ) cos y —1} (1.63)

Hinh 1.5

Di thuong tir

2
Khi T,<< Ty c¢6 thé bo qua so hang (T—aj trong biéu thirc d6. Khai trién cac so0 hang
0

. . ) \ 9 e A A ~ <\ A A 5 Ta
con lai theo nhi thirc Newton va chi gidi han dén so hang lliy thira bac nhat cia — ta thu
0
duoc:

(AT), =T, cosy (1.64)
Biéu thirc thirc nay chung to ring voi nhimg gia tri khong 16n | T,| thanh phéan di thuong
(AT), 13 hinh chiéu T, trén huéng truong binh thuong tic la dao ham cua thé tir theo hudng
truong binh thuong. Vi huéng nay khong doi nén co thé xem n6 nhu ham thé Z,, X,, va Y,.
Trong h¢ thong toa do voi truc Ox trung voi Hy,
(AT) =H, cosI,cosd+Z, sinl,
: _ (1.65)
=X, cosl, +Z sinl
trong d6 O 1a phuong vi tir cua H,
Hinh chiéu cta Y, trén T, ludn bﬁng khong.

Trong céc dao ham hang cao cua thé tir ta co thé do truc tiép cac dao ham bac hai -
gradient cua cuong dod tu truong
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o’U  o*U  o*U v 0°U
0z’ ox0z 0iox ~ 0dioz

Chi s6 i biéu thi vi phan theo hudng truong binh thudong. Bang tinh toan ta c¢6 thé thu
dugc cac dao ham bac ba (cac dao ham béc hai cia Z hodc AT).

Ngoai cac dai lugng vat ly da dugce khdo sat, khi tinh toan va phan tich cac di thuong tir
d6i v6i cac vat thé hai chiéu doi khi ngudi ta con ding thé tir, cuong do truong, hodc gradient
phuc.

Thé tir phtc Uy thu duge tir cac cong thire twong Gmg cua thé tir trong diéu kién cua
bai toan hai chiu va trong cac cong thirc d6 thay do tir hoa J va khoang cach r bang cac
bién phuc:

J=J +1],, r=x+1y (1.66)

Cuong do truong tir phirc By dugc tao thanh tir hai ham lién hi¢p phuc H va Z vi:

Bik=H+iZ (1.67)
hoic
Bx=Z+iH (1.68)

phu thudc vao hudng cia céc truc toa do. Khac véi thé tir thudng, thé phirc c6 ¥ nghia vat 1y
(trudng toan phan), vi trén mit phang cac dai lwong phirc ¢6 thé duoc xem nhur 1 cac vécto.

Néu dua ham diéu hoa (AT) ,, lién hop vdi cudng do truong do duge (AT),, vécto (AT),
thang goc voi hudng trudong binh thuong con (AT), trung voi trudong binh thuong, ta ¢ the
thu duoc biéu thirc cia truong phuc

B, =(AT), +i(AT), (1.69)
Co thé thue hién cac 4, tir d6 ddi véi cac gradient

0Z .0Z OAT . OAT
— va— ,——va
Ox 0z Ox 0z

va van van.
1.11 Nhirng dic tinh co ban ciia ham s6 thé (diéu hoa)
1.11.1 Pinh nghia vé cic ham diéu hoa va thé. Sy lién hé giira cic ham diéu hoa
voi cac ham giai tich
Nhu ta da biét tir Iy thuyét cac ham s6 thé, mot ham sb hai 1an kha vi thoa man phuong
trinh Laplace dugc goi 1a ham diéu hoa.
2 2 2
AU=8?+6?+8?:0 (1.70)
ox~ 0y~ 0z

ham nay phai diéu hoa tai vo cling, tirc 1a phai duoc thoa méan bat dang thirc sau:
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U(r) < (1.71)

m-2
I

khi r nhan gia tri 16n. Trong trudng hop nay r 1 khoang cach tir gbc toa do téi diém quan sat,
con m 1a thir nguyén cta khong gian Euclide. Trong mién hai chidu (m = 2), tir diéu kién
(1.71) ta c6 thé suy ra rang ham diéu hoa tai v6 cung bi gidi ndi (khi r — o). Ddi véi mién ba
chiéu (m=3) ham tai v6 clng tién t6i khong.

Ham sd thé véi quan diém vat 1y 12 ham vo hudng cua céc toa do, gradien (H) cia nd xac
dinh cuong dd trudng toan phan cua truong véc to can nghién ctru (trudng trong lyc, trudng
tor v.v...)

H =—gradU
Ham s6 thé thoa man phuong trinh Laplace trong mién diéu hoa ctia minh.
Nhic lai viée biéu dién phuong trinh Laplace trong hé théng toa d6 cau va tru:

Trong toa do cau:

2
Lo(p®), 105 1y,

r>or or) r’sin@ 00 00 ) r’sing 0¢>
(1.72)
Trong toa d6 tru:
2 2
10 pa—U +L28[2J+6[2J=0 (1.73)
po\' op) p° 0 0z

~ Tu phuong trinh (1.72) ta c6 thé d& dang giai phuong trinh Laplace trong truong hop co
do1 xtmg cau, tue 1a khi ham can tim chi phu thugc vao mot toa do r, luc dé phuong trinh trén
c6 dang

( ) dU
dr - dr
tr do6
C
U=—1+C,
r
V61 nghiém thu dugc néu gia thiét rﬁng Ci =1, C, =0, ta coO nghiém co ban cua
phuong trinh Laplace ¢ trong khong gian
U, :l (1.74)
r

Véi d6 chinh xac dén mot thira s nhan, nghiém nay trung voi thé ciia mot chit diém
hodc ciia mot dién tich diém dat & goc toa do.
Béng céach tuong tu, tir phuong trinh (1.73) ta co thé thu dugc nghiém co ban ciia phuong

trinh Laplace cho trudng hop ham cin tim c6 tinh chit dbi xtng tru. Trong truong hop nay
nghiém s¢€ la:
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U, = h{lJ (1.75)

r

Véi d6 chinh xac dén mot thira s nhan, nghiém nay trung voi thé cua mot soi Yét chét
manh hodc s¢i cac cuc manh cd mat do dai khong doi dat song song voi truc Oy (thang goc
voi p).

Trong trudong hop bai toan phang (m=2), dé nghién ctru cac ham diéu hoa mot cach hitu
hiéu ngu:(n ta dung cong cu ly thuyét ham giai tich ma ta hiéu nhu 13 ham bién phtc lién tyc
va kha vi. Nhu dd dugc chimg minh trong 1y thuyét ciia cac ham giai tich, phan thuc va phan
do cua ham giai tich.

f(z)=o(x,y)+iy(x,y) (1.76)
trong d6 z = x + iy 1a cac ham diéu hoa thoa man phuong trinh Laplace. Dé cho ham f(z) 1a
ham diéu hoa thi cic ham s6 @(x,y) va w(x,y) phai la cac ham lién hop, tirc 1a ching can phai
lién hé v6i nhau bang cac phuong trinh Cauchy-Riman

% _ov.%__ov (1.77)
ox o0y dy  0Ox '

1.11.2 Tiép tuc giai tich

_ Mot dic diém quan trong nhat cua cac ham giai tich 1a kha nang tiép tuc giai tich ma lan
dau tién Riman da chiing minh duogc.
Ta hay viét chudi cac ham lity thira
f(z)=c, +c,(z—2,)+c,(z=2,) +...4¢,(z-2,) (1.78)
trong doc,,c,,..., ¢, 1a cac dai luong phuc. Dung dau hiéu Cauchy ta c6 thé xac dinh duoc
tinh héi tu ctia chudi.

Theo diu hiéu d6, chudi s& hoi tu khi

n
1lcniz—zo i=|z—zon

Néu biéu dién qua A 1a cin trén ctia ddy 2/ cn| <1

cn|<1 1

A= sup

n— o

n

thi ta c6 thé khéng dinh duoc ré“mg chudi (1.78) hoi tu véi moi gia tri cia z khi A= 0, con khi
A# 0 hoi tu khi ‘ Z— Zo ‘ < 1/ A (dinh luat Cauchy Adamar). Pai luong 1/A duoc goi 1a ban
kinh hoi tu va xac dinh vong tron bao quanh diém z ma trong pham vi ctia n6 chudi cac ham
lity thira hoi tu tuyét d6i. Trong gi6i han ciia vong tron d6 chudi (1.78) 13 chudi Taylor ma
cac hé sb co, ¢i... ¢y duge xac dinh qua cac gia tri cua f(z) va cac ham dao ham cuia no.

_f"(2)

ol

n
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Nho ¢ chudi Taylor, ta c6 thé thu dugc gia tri tiép tuc giai tich ctia ham f(x) cho trude
trén truc thuc trong khoéng [a, b] vao trong mién céc gia trj phirc ciia cac bién. Ham f(x) tai
1an can cua diém x: x — 8 < x < x+8 ma trong d6 n6 1a ham giai tich ¢ thé dugc biéu dién
bang chudi Taylor v6i cac hé sb thuc:

f(x)=§:ck(x—x0)k (1.79)
chudi

F(Z)z ick(z—zo)k

1a gia trj tiép tuc giai tich cia ham sé d6 trong mién D ctia mét phang bién sé phuc chira doan
[a,b] véi diéu kién 13 trén doan nay F(z) = f(x). Chudi nay s& hoi tu trong vong tron c(8, xy)
v61 ban kinh |z -X, < 6| :

Néu cho f(z) trong biéu dién (1.78) bang khong ta thu duoc nghiém cta ham giai tich nhu
13 nghiém cta phuong trinh d6. T phuong trinh (1.78) ta suy ra rang khi z 1a nghiém cua
ham f(z), ) hang tu do cuia chudi d6 sé 1a co = f(z9) = 0. Gid str k 1a gia tri bé
nhat trong cac hé s6 khac khong (k > 1). Trong trudng hop dé biéu thirc (1.78) co thé viét
dudi dang sau:

f(Z):Ck(Z_Zo)k "'Ck+1(Z_Zo)kJrl (1.80)
S6 k x4c dinh do boi nghiém (khi k=1 ta goi d6 1a nghiém don)

Cung véi biéu thire vi phan (1.14) dbi véi chudi Taylor con c6 biéu thic tich phan ma
Cauchy da thu dugc.

n =

1 ¢ f(2)
d =012, ... 1.81
s e (8

Trong d6 C 1a mot vong tron nao d6 ¢6 tam tai z ndm trong mién hoi tu sir dung biéu thirc
nay tr chuoi cac ham so iy thtra ta c6 theé dua ra dugc cong thirc tich phan Cauchy:

L§ f© 4
2mi 2 (C-z)

Cong thuzc nay cho ta gid tri cua f(z) tai mot diém trong ciia vong déy tron cs qua cac gia
tri cua ham s6 @6 trén mat ranh gidi cua n6 | — zo| = o. Tich phan (1.82) c6 thé dugc phat
trién ra cho bién cua bt ky vong tron nao khac ¢ trong mién D ma trong d6 ham f(z) don tri
va kha vi. D4i v6i nhitng diém nam trén chinh duong tron, ham s6 dudi diu tich phan khong
duogc xac dinh. Trong vong tron T tich phan Cauchy c6 dao ham ¢ tit ca moi hang:

|
= f©) d¢ . (1.83)
2mi 4 (¢ —2)™)

Diéu d6 c6 nghia la ham giai tich ¢6 dao ham ¢ tat c4 moi hang dong thdi cac dao ham do
cling la cac ham giai tich trong mién D.

f(z) = d (1.82)

£ (z) =

Str dung céc biéu thirc (1.81) va tinh gi6i ndi cta tich phan ta c6 thé danh gia cac modun
cua cac hé so trong chuoi Taylor:
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| L{ (@) eI M g M
2mi{ (z—2,)"™ 2 R™ R"

(1.84)

n

trong d6 R 1a ban kinh cta vong tron hoi tu.

Tir biéu thirc (1.84) ta co dinh Iy Liuvil ma theo d6 ham s giai tich trén toan bo mit
phang z bi gidi han theo moédun s€ bang hang s6 (Khi R— o hé s6 ¢, khi n — 0 bang khong,
tr d6 f(z) = co = const ).

Néu mién giai tich ctia ham sb f(z) khong phai 13 vong tron, thi ham sé d6 s& ¢6 thé duoc
bi€u dién dudi dang chudi Lauran.

f(z)=3c, (z-z,)" (1.85)
Chudi nay duogc biéu din qua téng cua hai chudi
® -1
f(z)=2c (z-2,)" +Xc,(z-2)" (1.86)
0 -0

Chudi dau tién di duoc khao sat ¢ trén. Chudi nay hoi tu trong vong tron c6 ban kinh |z
— 70| <R va duoc goi 12 phin didu hoa cua khai trién Lauran. Chudi thir hai chira cac lity thira
am cta (z — zo) dugc goi 12 phan chinh hodc 13 phan diéu hoa cua khai trién Lauran. Ta c6 thé
bién d6i khai trién nay thanh khai trién Taylor néu dat t =1/ ( z — zg) lic d6 thay cho chudi
(1.86) ta thu dugc:

(1.87)

- | =

b

Chubi fz( J héi tu trong khoang {% } cua cac gia tri t, va do do, theo dinh ly

z-1z,

n . . 1
Abel hoi tu trong vong tron |t| <-.
r

Tur d6 suy ra rang chudi tht hai trong biéu thirc (1.87) hoi ty khi |z —z,| >, tic 1a trong
mién ngoai ddi véi vong tron |z - ZO| =r. Mién hoi tu chung cho ca hai chudi 1a hinh vanh
khdn |r|S|Z—ZO|SR.

Khai trién thanh chudi Lauran c6 tinh chat duy nhat.

Trong trudng hop riéng, r c6 thé bang khong va luc d6 thay cho hinh vanh khin nguoi ta
khao sat vong tron hoi tu R c6 tdm bi tach ra. Cac h¢ so ¢ trong trién khai thanh chuoi Lauran
dugc xéac dinh bang tich phan Cauchy.

_ f(©) _
k_Znii(i—zo)k“ d¢ k=0,+1,+2.. (1.88)

Khi d6 duong I cAn phai nam trong hinh vanh khan véi cac ban kinh trong ngoai la r va
R.
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1.11.3 Cac diém dic bi¢t ciia ham s6 giai tich

Céac diém ma tai d6 ham khong con tinh giai tich dugc goi la céac diém dic biét co 1ap cua
ham giai tich f(z) trong mién D. Phy thudc vao tinh chat ciia ham f(z) xung quanh diém dic
biét ma nguoi ta phan cac diém dic biét thanh cac diém dic biét co thé triét tiéu duoc va céac
diém dc biét thuc.

Piém dic biét a duoc goi 1a triét tiéu dugc khi
limf(z)=c (gidinoi)
Con diém cuc

lim f(z) = oo (1.89)

Diém dic biét thuc 1a diém khong c6 gidi han. Cac ham diéu hoa khong co cac diém dic
bict nay.

Can phai nhan manh rang xung quanh diém cuc ham giai tich c6 thé don tri hoic da tri.
Pbi v6i ham don tri viéc tiép tuc giai tich theo mot dudong kin bat ky trong mién
|lz—al <R khong thay doi gia tri ctia né, con d6i voi ham da tri ¢6 thé tién téi diém xuét
phat trén mat phang f(z) chi sau khi quay k vong trén mat phang cua bién doc 1ap z. Vi du
ham f(z) = Q/E tuong (mg voi zg ¢o n gid tri f(ze) v6i cing mdét modun bang gia tri cin s6
nhung voi argument khac nhau 27 /n. Vi vay trén mit phang f(2) ta roi vao cing mot diém
sau khi da vong n vong |z — a| (cuc ctia ham nay a = 0). Di v6i ham Inz c¢6 v6 sb cac gia tri.

Inz= ln|z| +iargz=Inr+ i((p+ 2k7t) (1.90)

Khi di vong theo dudng tron |z - a| (cuc ciia ham nay a=0), ndi chung ta khong thé quay
trg vé diém xuét phat f(zo). Nhirng diém dic biét nhu vay duoc goi 1a cac diém dic biét nhanh
cua céc ham giai tich.

Hé sb c.; cta (z— a)” trong khai trién Lauran dugc goi 1a thing du cua ham sb f(z) dbi véi
diém dic biét a va duoc biéu dién bang res f (a) hoic res, f(z). Tuong tmg véi biéu thirc (1.88)

resf(a) = ziniﬁ(z)ds (1.91)

Tai diém déc biét co thé hay bo duoc res f(a) bang khong. Thing du tai diém cyc hang n
dugc xac dinh bang cong thurc:

n-1
rs(a) = ! il S G-yt (1.92)
Ddi voi diém cuc hang mot
res(a) =1lim__ [(z—a)f(z)] (1.93)

Ttr biéu thtrc (1.91) ta suy ra rang tich phan theo duong kin bao quanh diém dic biét,
khong bang khong. Khi trong vong I’ ¢6 mot vai diém dac biét thi theo dinh 1y Cosi
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f(z2)dz=¢f(z2)dz=...= ¢f(z)dz=
f(z)z $f(2)dz $f(z)dz Lo

"1 Ym
= 27ci[res f(z)+ ...+ res f(z)]
Viée st dung cong thire (1.94) d6i voi ham f(z) ma mot vai diém dic biét ctia n6 nam cao

hon truc thue (Hinh 1.6) c6 the c6 gia tri thyc té. V& nira dudng tron voi tim O ma céac diém
dic biét roi vao do, ta co thé viét:

$f(z)dz = .[{f(x)dx + er f(z)dz (1.95)
C
b
; :
R 0 R
Hinh 1.6

Chirng minh cong thire (1.96)

Trong d6 chi c6 s R ¢ tich phan thi nhit c6 nghia 1a tich phén dugc tinh doc theo
duong tron khi ma f(z) trong nira khong gian trén tién t61 khong nhanh hon 1/z. Biéu kién
d6 c6 thé duogc viét dudi dang f(z) = a(z)/z, trong d6 a—0 khi z —0.

Tich phan th hai trong biéu thtc (1.95) tién téi khéng vi modun ctia nd c¢6 thé duoc lam
cho bé tuy y khi louz) | <e

JOL()

€
f(z)dz ~ 1R =
J‘(z) Rn TE

TR

Tuong Gng voi (1.95) thay céc can + R trong tich phan dau tién & trong vé phai bang +
oo ta thu duoc.

T f(x)dx = 2mi[res,f(z) +... + res, f(z)] (1.96)

—00

& day f(z) 1a gia tri tiép tuc giai tich cia f(x)
1.11.4 Cac biéu thitc tdng quat cia trudng thé, cac dic diém cia ham s thé
Trong 1y thuyét thé nguoi ta chia ra thanh thé cua 16p don gian

U= j j odS (1.97)
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va thé cua 16p kép
U= ”“COS (1.98)
thé Newton hoic thé khdi

_ [f(PdvV.
_w : (1.99)

Trong céac biéu thirc d6

t=\lk-8? +(y-n) +@-c))
trong d0 x, y, z 12 toa d6 ciia diém ma tai d6 nguoi ta tinh thé (diém ngoai), &, 1, { cia diém
trén mat S hoic trong khdi V, tai d6 c6 nguodn thé, ¢ 1a goc gitra T va phap tuyén ngoai voi
mat S (Hinh 1.7), o(E, n, ) va p (&, M, €) 1a mat d6 cua 16p don hodc lop kép, p (€, n, ) la
mat d6 khdi (mat do thé tich dm/dv).

Néu m 13 ham khong kha vi cia toa do thi biéu thic (1.99) bién thanh tich
dm
hanU = ||[—
phin = ][

Trong md hinh hai chiéu khi ma su phan bd cua khdi lugng chi phu thudc vao hai toa do
& va ¢, cac biéu thuc (1.97) va (1.98) bién thanh

U:jc'lnldl (1.100)
r

U:jjc'ln%ds (1.101)
S

trong d6 tich phan dugc thuc hién twong tng voi vong C va dién tich S. Cac thé nhu vay
duoc goi la céc thé loga.
Tir biéu thire
5

or
——cos(n,r) =cos 1.102
0 (n,1) ® ( )
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Hinh 1.7
Tinh céc biéu thirc thé

ta suy ra rang

o (1 1 or cos @
Bl e e 1.103
8n(rj r’ on r’ ( )

The 16p don trén mat S co gia tri gidi ndi mdc du trong mién tich phén khi &=x, n=y, =
z ham s6 dudi dau tich phéan bién thanh vo clng cing nhu khi cho diém P tién den vO cung.
Néu c6 diéu kién khi ma trén mat S chi c6 cac khéi cing mot dau thi tich phén tién téi khong

giong nhu ham —. Khi d6 lim_,, rU =M, trong do6 M la toan bd khoi lugng cua 16p. Néu co
r

hién tuong ddi dau trong su phan b6 khdi luong trén mat S thi M=0 nén lim_,_rU=0
Thé Newton giit nguyén tinh diéu hoa trong mién chira ngudn c6 dic diém nhu vay.

Thé 16p kép lién tuc trong toan khong gian ngoai trir cac diém thugc mat S. Khi chuyén
qua mat nay gia tri cua thé gidn doan.

Thé Newton trong trudng hop téng quat théa méin phuong trinh Poisson.
AU =—4mp (1.104)
Tai mién khong c6 ngudn p = 0 phuong trinh trén trd thanh phuong trinh Laplace.
AU=0.

Gradient ctia thé U huéng doc theo phép tuyén véi mit mic C di qua diém P diém ma tai
d6 ta tinh gradient, va vé mat vat Iy 1 gia tri cuong do toan phan cia trudng tai diém do.
Gradient ctia U duoc biéu dién qua céc thanh phén cuong do theo céc truc toa do Hy, Hy, H,
theo cach nhu sau:

gradU = au = au cos(n, X) + au cos(n,y) + au cos(n,z)
on  0Ox oy 0z

(1.105)

32



33

Khoang cach An gitra cac mat mirc ma gia tri ham thé khac nhau mét luong AC duogc biéu
dién qua gradient cua U dudi dang sau:

_AC
| gradU|
Tir d6 ta suy ra rang khi gradient tang, khoang cach giira cdc mit dang thé giam

Thong lugng cia gradient ciia thé qua mat kin ma trong d6 khéng c6 ngudn bang khong
”—ds =0 (1.106)

Khi miat bao quanh ngudn
j N 45— 4nM (1.107)

trong d6 M 14 toan bd khdi ciia ngudén nim trong mat S.

Dbi véi cac ham sd, ta c6 dinh Iy Gauss vé gia tri trung binh nhu sau:
U(P )—Lj uds (1.108)
7 4mr? s, '

Theo dinh 1y nay gia tri cuia ham thé tai diém P, bang tich phan cta ham sb d6 trén
mat cau ban kinh r c6 tdm tai di€ém P, v6i dieu kién 1a trong mat d6 khong c6 nguon tao ra
thé.

Tur dinh 1y ndy ta suy ra rang trong mién D ham U diéu hoa
(Pao ham theo phép tuyén ctia ham thé 5@& gian doan trén mat cua 16p don, con dao

n
2

ham béc hai theo r cta thé Newton

5 lai gian doan khi di qua madt ranh gidi chtra cac
r

khéi thé tich véi mat do p). Cac gia tri cuc dai va cuc tiéu chi c¢6 thé co dugc tai cac diém trén
mat gidi han mién do.

Dbi véi cac ham thé Newton loga (1.101), phuong trinh Poisson c6 dang

AU =-27p'U (1.109)

Khi cit qua ranh gi6i chira ngudn thi ¢ mot trong cac dao ham béc hai cta thé loga gian
doan. Khéc véi thé khoi, thé loga khong tién td1 khong tai vo cung ma tai do thé loga co
nhiing dac diém riéng.

Nho ¢6 cong thire Green ma ngudi ta cd thé dua ra duoc phuong trinh biéu dién thé U tai
diém P qua thé Newton va thé cta 16p don va 16p kép

Vi hai ham thé v6 hudng U va V, cong thire Green c6 dang sau:

8U 6V

j(UAv (S5 AV = jU—ds (1.110)

on
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j(UAV VAU)dV = j(Ua—V - V—)dS (1.111)

1.12 V& thir nguyén va don vi dung trong gido trinh nay
Trong giao trinh cac don vi duoc su dung trong h¢ SI. Trong h¢ nay co bdn don vi co

ban: Khi luong (M), d6 dai (L), thoi gian (T), cudong d dong dién (I) twong ng la kg, m, s,
A. Trong hé thdng nay thi nguyén ciua mot sb dai lugng chinh duoc trinh bay trong bang (1.1)

Bang 1.1

Pai lugng vt 1y Ky Thr nguyén | Pon vi
hiéu

Cuong do dién
truong E MLTT! V/m
Cam g tir B MT21! Tesla(Wy/m)
Cuong @6 tur truong | H LY A/m
Cam tmg dién D LTI C/m’
Mat do dong dién j LA A/m>
Mat do dién tich
khdi p L>TI C/m’
Do dan dién o M'LTE | Q'm!
Do dién tham €o ML3T** | F/m
Do tir thdm Ho MLT212 H/m

Trong mén dia tir, tir truéc dén nay nguoi ta thuong quen su dung cac don vi dién tur
CGS (CGSE va CGSM), vi vay viéc dua vao hé théng don vi SI m&i co gip mot sé chong
ddi nhat dinh. Ly do 1a trong hé dién tu CGS gia tri cia cac vécto B va H chi khac nhau khi
chung dugc do trong cac vat li€u tir con trong khong khi chung c6 cung mét gié tri, vi trong
hé don vi ndy po =1 va khong co thir nguyén; do d6 ma cac nha dia tir khong can phai quan
tdm 1a trong cac dai vat ly dia cdu ciia minh H hay B dugc do. Trong dia tur, don vi do la
gama (y) voi

ly = 10" Gauss =10~ Oersted

Nguogc lai trong hé SI, po 1a mdt dai lugng c6 thtr nguyén va co gia tri béng 47.107 H/m.
Trong hé don vi nay B va E ¢6 vai trd nhu nhau, vi vay khi néi vé truong tir nguoi ta thuong
nghi dén B. Trong hé don vi nay don vi do B 1a Tesla. Sy lién hé gitra gama (y) va Tesla la:

ly= 10 Tesla = NanoTesla (nT).

34



	Cơ sở vật lý của địa từ và thăm dò từ 
	1.1 Những định luật cơ bản của trường từ dừng 
	1.2 Trường từ của một vòng dây khép kín   
	1.3 Trường từ của vòng dây cơ bản và của lưỡng cực từ 
	1.4 Trường từ của một vòng dây tròn 
	1.5 Trường từ  của vòng dây Helmholtz 
	1.6 Thế từ của vật thể bị từ hóa  
	1.7 Thế từ của quả cầu bị từ hóa đồng nhất  
	1.8 Thế từ  của  hình trụ bị từ  hóa đồng nhất 
	1.9 Thế từ của elipxôit (ellipsoid) 
	1.10 Các đạo hàm của thế từ và sự liên hệ giữa chúng  
	1.11 Những đặc tính cơ bản của hàm số thế  (điều hòa) 
	1.11.1 Định nghĩa về các hàm điều hòa và thế. Sự liên hệ giữa các hàm điều hòa                                với các hàm giải tích 
	1.11.2 Tiếp tục giải tích  
	1.11.3 Các điểm đặc biệt của hàm số giải tích  
	1.11.4 Các biểu thức tổng quát của trường thế, các đặc điểm của hàm số thế 

	1.12 Về thứ nguyên và đơn vị dùng trong giáo trình này   


